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Ââåäåíèå

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû
ÎÄÓ [16, 19, 20]

dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b, y(t) : R 7→ Rn, (0.1)

ñ íåëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
R(y(a), y(b)) = 0. (0.2)

Çäåñü f : R1 × Rn 7→ Rn, R : Rn × Rn 7→ Rn.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíûå ïî ïåðåìåííîé y ôóíê-

öèè f è R óäîâëåòâîðÿþò íà [a, b] òàêèì óñëîâèÿì, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
çàäà÷è (0.1) � (0.2) ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ âèäà (0.1) � (0.2) ðàçðàáîòàíû ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû. Â îáøèðíîé ëèòåðàòóðå ïî äàííîé òåìàòèêå èñïîëüçóþò-
ñÿ âñåâîçìîæíûå ïîäõîäû è ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ìåòîäîâ, íàïðèìåð,
ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò èñïîëüçîâàòü ñîâìåñòíî ìåòîäû
ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è è ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ.
Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå; ñ ýòîé ïîçèöèè èíòåðåñíû
ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Â [22] èçëàãàþòñÿ ñïîñîáû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâ-
íåíèé. Èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ
óòî÷íÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îïåðàòîðîâ. Ïðè âûáîðå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â íåãî ââîäèòñÿ ïà-
ðàìåòð λ ∈ [0, 1] òàêîé, ÷òî ïðè λ = 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èçâåñòíî èëè
ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî, à ïðè λ = 1 ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó λ. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà: íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå è äèñêðåòíîå. Îò-
ìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ ∈ [0, 1] îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðå-
ìå î íåÿâíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòî-
ðàÿ äàåò ëîêàëüíûå óñëîâèÿ ïðîäîëæàåìîñòè (òðåáóåò ãëàäêîñòè ïðàâîé
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÷àñòè). Íåëîêàëüíàÿ ïðîäîëæàåìîñòü íà âåñü îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ïðîáëå-
ìîé, òàê êàê íèêàêàÿ ãëàäêîñòü çäåñü íå ïîìîãàåò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-
áëèæåíèé îáîñíîâûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à.
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î òî÷êàõ áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì.

Â [44] ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷: ìåòîä ñòðåëüáû, ìåòîä ôóíêöèè Ãðèíà, ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ.

Â [31] èçëîæåíû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé àâòî-
íîìíûõ ñèñòåì ÎÄÓ è ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè íåðàçäåëÿþùèõñÿ äâóõòî÷å÷íûõ êðà-
åâûõ óñëîâèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ââîäèòü ïàðàìåòð â êðàå-
âûå óñëîâèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ïåðâîì øàãå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèå áûëî áû èçâåñòíî, à íà ïîñëåäíåì øàãå ïî ïàðà-
ìåòðó ìû ïîëó÷àëè áû ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñëå
ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ïîëó÷èâ-
øåãîñÿ óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî äàííîé òå-
ìàòèêå.

Ìîíîãðàôèÿ [49] ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-
äà÷è. Îñíîâíîé óïîð äåëàåòñÿ íà ìåòîäå ñòðåëüáû è ðàçëè÷íûì åãî ìî-
äèôèêàöèÿì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òàêæå ïðåäëà-
ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñóïåðïîçèöèè è ìåòîä ñîïðÿæåííîãî îïåðà-
òîðà. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è åå ïðåäâàðèòåëüíî ëèíåàðèçó-
þò. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ðåîð-
òîãîíàëèçàöèþ Ñ.Ê. Ãîäóíîâà [5]. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ñ.Ä. Êîíòîì [39]. Â ìîíîãðàôèè îáñóæäàþòñÿ
âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ êâàçèëèíåàðèçàöèåé, íàïðèìåð, ñõîäèìîñòü è óêà-
çûâàåòñÿ ñâÿçü ñ ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà-Êàíòîðîâè÷à. Äëÿ æåñòêèõ
çàäà÷ àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðà-
ìåòðó. Äåìîíñòðèðóþòñÿ áîëüøèå âîçìîæíîñòè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ è
ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû î ñõîäèìîñòè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â
êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü, â ïåðâîì
ñëó÷àå, êàê ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ äëèíó îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Âòî-
ðàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ ââåäåíèåì ïàðàìåòðà íåïîñðåäñòâåííî
â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Â [3] îïèñûâàåòñÿ åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ
çàäà÷, íàçâàííûé êâàçèëèíåàðèçàöèåé. Òàê êâàçèëèíåàðèçàöèÿ ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, äëÿ ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íûõ
êðàåâûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå êâàçèëèíåàðèçàöèè ê óðàâ-
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íåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ è çàäà÷
âîçíèêàþùèõ â äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Àâòîðàìè ïîä÷åðêèâà-
åòñÿ ñâÿçü êâàçèëèíåàðèçàöèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà-Êàíòîðîâè÷à
â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò, ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü. Âäîáàâîê ê ýòîìó, àâ-
òîðû èññëåäóþò óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ìî-
íîòîííî. Ýòî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì íåðàâåíñòâàì. Äëÿ ìåòîäà
êâàçèëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè.

Â [2] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
Îáñóæäåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, äàëåå ðåçóëüòàòû ïå-
ðåíîñÿòñÿ íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé. Îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ñòðåëüáû è ìåòîä
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü, êàê
äîñòàòî÷íî ïåðñïåêòèâíûé, ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè [5]. Èçëàãàþò-
ñÿ äîñòîèíñòâà ýòîãî ìåòîäà. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ìîíîãðàôèÿ [32] ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ
äâóõòî÷å÷íûõ è ìíîãîòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Êíèãà àäðåñîâàíà ðàç-
ðàáîò÷èêàì ïðîãðàìì ðåàëèçóþùèõ òîò èëè èíîé ÷èñëåííûé ìåòîä, ïî-
ýòîìó òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäîâ ïî÷òè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, îäíà-
êî ÷èòàòåëü âñåãäà îòñûëàåòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì. Êàæäûé
÷èñëåííûé ìåòîä èëëþñòðèðóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïàðàìåòðèçà-
öèè íåîáõîäèìûå äëÿ ÷èñëåííîãî ïðåîäîëåíèÿ òî÷åê áèôóðêàöèè è îäèí
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü âñå âåòâè â òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè
[21].

Â îáùåì ñëó÷àå êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

F (x) = 0,

ãäå F : Rn+1 → Rn äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Â ñóùåñòâåííî îñîáîé
òî÷êå x0 ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ôóíêöèè F

F ′(x0) = J0 =




∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xn+1

. . . . . . . . . . . .
∂Fn

∂x1

∂Fn

∂x2
. . . ∂Fn

∂xn+1




x=x0

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

rank F ′(x0) < n.
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Ëîêàëèçàöèÿ òî÷êè áèôóðêàöèè è àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñò-
íîñòè òàêîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì
ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðó, íîñÿùèå ëîêàëüíûé õàðàêòåð [33]. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ßêîáè è îáðàùåíèå åå äëÿ ïîèñêà áëèæàéøèõ òî-
÷åê ðåøåíèÿ - ñóùåñòâåííàÿ ÷åðòà ýòèõ ìåòîäîâ. Ðàçëè÷íûå ôîðìû ìå-
òîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ, ðåàëèçóþùèå ðàâíîïðàâèå âñåõ ïåðåìåííûõ,
èìåþò åäèíûé àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðåãóëÿðíûõ è ïðåäåëü-
íûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Àíàëèç
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå òî÷êè áèôóðêàöèè òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ìåòîäîâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ áóäåò
ïðèíÿò ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.
Îí ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü ïî ñïåöèàëüíûì ïåðåìåííûì óðàâíåíèå ðàçâåòâ-
ëåíèÿ, àíàëèçèðóÿ êîòîðîå ìîæíî íàéòè âñå âåòâè ðåøåíèÿ. Ñëîæíîñòü
àíàëèçà çàâèñèò îò ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè F ′. Çäåñü ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà rank F ′(x0) = n− 1.

Ïðîáëåìå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè ïî-
ñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Ðàññìîòðèì òå ðàáîòû, êîòîðûå èìåþò íåïî-
ñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåìå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ìîíîãðàôèÿ [4] ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ òåîðèè âåòâëåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ðåäóêöèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé íåëèíåé-
íîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å - óðàâíåíèþ ðàçâåòâ-
ëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
À.Ì. Ëÿïóíîâà è Ý. Øìèäòà. Â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè ñíà÷àëà èññëåäó-
þòñÿ âåòâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ïîñòðîåíèå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàòåì èç-
ëàãàåòñÿ ãëàâíûé ðåçóëüòàò ìîíîãðàôèè � îáùàÿ òåîðèÿ âåòâëåíèÿ ðåøå-
íèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåêîòîðûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ìåõàíèêå.

Ìîíîãðàôèÿ [45] ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòîâ
òåîðèè áèôóðêàöèé è ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Íà ïðèìåðå çàäà÷è çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà (ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ), ïîêàçûâàåòñÿ êàê âîçíèêàåò âåòâëåíèå íà ïðàêòèêå. Èçó÷àþòñÿ
ëîêàëüíûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ. Îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäèêòîðíî-
êîððåêòîðíûå ñõåìû. Îñîáîå âíèìàíèå ïîñâÿùåíî êîððåêòîðàì íüþòî-
íîâñêîãî è êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ òåî-
ðèÿ. Èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé
Áðàóýðà. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ê òàêèì ðåçóëüòàòàì îò-
íîñèòñÿ òåñò íà ïîÿâëåíèå áèôóðêàöèè è ãëîáàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà. Â
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ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ÷èòàòåëü îòñûëàåòñÿ ê ðàáîòàì Ñìåéëà è Áðàíèíà.
Îïèñûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà äâèæåíèÿ âäîëü êðèâîé
ìíîæåñòâà ðåøåíèé è ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùèõ ïðîáëåì. Ââîäÿòñÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòîé ïðåäåëüíîé òî÷êè (simple limit point, simple fold). Â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè
äëèíû äóãè (pseudoarclength continuation). Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà
ê ðàñøèðåííîé ñèñòåìå, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû
ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû. Îïèñàíèå ðåàëèçàöèè òàêîãî îáðàùåíèÿ îïðåäå-
ëÿåò àëãîðèòì îêàéìëåíèÿ (bordering algorithm). Â ñèëó ñòðóêòóðû ðàñ-
øèðåííîé ñèñòåìû àëãîðèòì áóäåò áåç èçìåíåíèÿ ðàáîòàòü â íåêîòîðûõ
ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ. Èññëåäóþòñÿ ïðîñòûå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè (simple
singular point), íàõîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå âåòâè ðåøåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ôîð-
ìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ (íîëü àëãåáðàè÷åñêè ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå) ÿêîáèàí
ñèñòåìû ïðîäîëæåíèÿ ìåíÿåò çíàê â ïðîñòîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êå. Òàêæå
èçëàãàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîçâîëÿþùèé ñâîáîäíî ïðîõîäèòü ïðîñòûå ñèíãó-
ëÿðíûå òî÷êè, îñòàâàÿñü íà òîé âåòâè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîìó
ïðîäîëæåíèþ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè. Äàëåå ïðåäëàãà-
åòñÿ ïÿòü ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé âåòâè, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ
â òî÷êå áèôóðêàöèè. Ïåðâûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êîìïîíåíò
ðàçëîæåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïî ñïåöèàëüíîìó áàçèñó, äëÿ ÷åãî íåîá-
õîäèìî ñîñòàâëÿòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñ ïðèáëèæåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Âòîðîé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîì ïàðàë-
ëåëüíîì ïîäìíîæåñòâå, óäàëåííîì îò òî÷êè áèôóðêàöèè â íàïðàâëåíèè
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê êàñàòåëüíîé, íî ëåæàùåì íà ñïåöèàëüíîé ïëîñêîñòè.
Òðåòèé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè êîíñòðóêòèâ-
íîé òåîðèè ñóùåñòâîâàíèÿ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü óðàâíåíèÿ, ðåøàÿ êîòîðûå ïîëó÷àåì âòîðóþ âåòâü. ×åòâåðòûé
ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñïîñîáà àíàëîãè÷íîãî òîìó, êîòîðûé
ïðèìåíåíÿëè Êðàíäàëë è Ðàáèíîâè÷ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíîé òåî-
ðåìû î âåòâëåíèè â òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè. Â ïÿòîì ìåòîäå èñïîëü-
çóåòñÿ ñïåöèàëüíîå âîçìóùåíèå ïðàâîé ÷àñòè, ïîçâîëÿþùåå èçáàâèòñÿ îò
òî÷êè áèôóðêàöèè è, òàêèì îáðàçîì, ðàñùåïèòü âåòâè. Êðàòêî ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è è áèôóðêàöèè Õîïôà.

Ðàáîòà [37], ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðî-
äîëæåíèÿ ïî äëèíå äóãè êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Èçëîæåíèå êðàò-
êî çàòðàãèâàåò íåêîòîðûå âîïðîñû íàõîæäåíèÿ è îáðàáîòêè òî÷åê áè-
ôóðêàöèè. Èì öåëèêîì ïîñâÿùåí îäèí ðàçäåë: "íåëèíåéíûå çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, áèôóðêàöèè". Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå
òî÷êè áèôóðêàöèè è ïðîñòîé òî÷êè áèôóðêàöèè. Èñïîëüçóÿ ðåäóêöèþ
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Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, äëÿ ïðîñòîé òî÷êè áèôóðêàöèè äîêàçûâàåòñÿ âàðè-
àíò òåîðåìû Êðàíäàëëà-Ðàáèíîâè÷à. Äàííàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ ïðè
êîòîðûõ äâå ãëàäêèå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ïîä íåíóëåâûì óãëîì.
Äàëåå ïðèâîäèòñÿ âàæíûé ðåçóëüòàò � îðèåíòàöèÿ êðèâîé (îïðåäåëèòåëü
ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îïåðàòîðà ñèñòåìû ïðîäîëæåíèÿ) ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç ïðîñòóþ òî÷êó áèôóðêàöèè (ðåçóëüòàò, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
áûë ïîëó÷åí Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèì). Ýòîò ðåçóëüòàò îñîáåííî âàæåí äëÿ
÷èñëåííîãî ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé è îïðåäåëåíèÿ òî÷êè áèôóðêàöèè. Îò-
ìå÷àåòñÿ, ÷òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Êåëëåðà î ñóùåñòâîâàíèè êîíóñà ñõîäè-
ìîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå áèôóðêàöèè, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå äâèæå-
íèÿ âäîëü êðèâîé, òî÷êà ïîëó÷åííàÿ ïðåäèêòîðîì ïîïàäàåò â ýòîò êîíóñ
ñõîäèìîñòè íüþòîíîâñêîãî êîððåêòîðà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîõîäèòü òî÷êó
ïðîñòîé áèôóðêàöèè ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðåäèêòîðíî-êîððåêòîðûõ
ñõåì. Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äåòåêòèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ
òèïîâ áèôóðêàöèé � ñìåíà çíàêà îïðåäåëèòåëÿ ðàñøèðåííîãî ÿêîáèàíà
ñèñòåìû. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå áèôóðêàöèè Õîïôà ýòîò ìåòîä íåïðè-
ìåíèì. Äëÿ áîëåå òðóäíîé çàäà÷è ÷èñëåííîãî ïåðåõîäà íà äðóãóþ âåòâü
ïðåäëàãàåòñÿ âîçìóùàòü ñ ïîìîùüþ ìàëîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìó óðàâíåíèé
ïðîäîëæåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ èçâåñòíîé
òåîðåìå Ñàðäà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî èððåãóëÿðíîñòè èìåþò ìåðó íóëü. Òà-
êèì îáðàçîì ñïåöèàëüíûì "øåâåëåíèåì"ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìîæíî èçáà-
âèòüñÿ îò òî÷åê áèôóðêàöèè, è ïîëó÷èòü âòîðóþ âåòâü. Îáñóæäàþòñÿ
íåäîñòàòêè äàííîãî ïîäõîäà. Ïðåäëàãàþòñÿ åùå äâà âîçìîæíûõ ïîäõîäà.
Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû äëÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîé îáðàáîòêè òî÷êè áèôóðêàöèè. Äàëåå ê ðàñøèðåííîé ñèñòå-
ìå ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Íüþòîíà. Äàííûé ïîäõîä ïîëó÷èë ñâîå
ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Çåéäåëÿ è Âåáåðà. Âòîðîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-
ñòðîåíèè áèôóðêàöèîííîãî óðàâíåíèÿ, èç êîòîðîãî çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ
êàñàòåëüíûå ê ðàçëè÷íûì âåòâÿì. Ýòîò ïîäõîä ðàçðàáàòûâàëñÿ â ðàáîòàõ
Êåëëåðà è Ðåéíáîëäòà. Áîëåå äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ ëèøü ïåðâûé ïîä-
õîä. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì Àëãîâåðà è Øâåòëèêà ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç
ðåàëèçàöèé òàêîãî ïîäõîäà. Äàëåå êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïîÿâëåíèÿ êðàòíûõ áèôóðêàöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò
îïðåäåëåííóþ ñèììåòðèþ. Êðàòêîñòü èçëîæåíèÿ êîìïåíñèðóåòñÿ ññûëêà-
ìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.

Â ñòàòüå [41] äàåòñÿ ââåäåíèå â ëîêàëüíóþ òåîðèþ áèôóðêàöèé îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå.
Îáñóæäàþòñÿ íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû
ëîêàëüíîé òåîðèè: 1)ðåäóêöèÿ ê öåíòðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ, 2)òåîðèÿ
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íîðìàëüíûõ ôîðì Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñâÿ-
çàííûå ñ ñèììåòðèåé íîðìàëüíûõ ôîðì. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðèìåðû: áèôóðêàöèè âîçíèêàþùèå â ïðîöåññàõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíè-
åì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó; áèôóðêàöèè Õîïôà, âîçíèêàþùèå â ìîäåëè òðåõ
âîëí.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ìîíîãðàôèè [36] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîäîë-
æåíèÿ ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (2.1) îïèñûâàþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè x = x(λ), ãäå λ äëèíà
äóãè äàííîé êðèâîé. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåé-
ëîðà äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ â îñîáîé òî÷êå. Ïðåäëàãàåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíîå
ïðîñòðàíñòâî Rn+1 ðàñêëàäûâàòü â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ
P r è Ad. Ïðîñòðàíñòâî Ad íàòÿíóòî íà âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå ñòðîêàì
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû J0 â îñîáîé òî÷êå x0, ðàíã êîòîðîé
ðàâåí r, d = n + 1 − r � ïîêàçàòåëü âûðîæäåíèÿ çàäà÷è. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü äâà ðåçóëüòàòà: êàñàòåëüíûé âåêòîð ëþáîé âåòâè êðèâîé ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ad; àíàëèç ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è ðàçìåðíîñòè
n + 1 ýêâèâàëåíòåí àíàëèçó äðóãîé çàäà÷è ðàçìåðíîñòè d. Ýòà ïîñëåäíÿÿ
çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ. Â ñëó÷àå îäíî-
êðàòíîãî (rank J0 = n − 1)è äâóêðàòíîãî (rank J0 = n − 2) âûðîæäåíèÿ
ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Â ìîíîãðàôèè [6] ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé f(x, p) = 0, ãäå x è p ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ïåðåìåùå-
íèé è íàãðóçîê. ßâëÿÿñü óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ äåôîðìèðóåìîãî òâåð-
äîãî òåëà, îíè ïîëó÷àþòñÿ êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëíîé ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè òåëà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè
ëåâûõ ÷àñòåé áóäåò ñèììåòðè÷íà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàãðóæåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîäîëæå-
íèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñèììåòðèþ
ìàòðèöû ßêîáè çà ñ÷åò íåêîòîðîãî óõóäøåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû
ïðîäîëæåíèÿ. Ñèììåòðèÿ ìàòðèöû ßêîáè ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå áàçèñà
ñîñòàâëåííîãî èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷êàõ
ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäèòü ñ îñíîâíîé âåòâè íà áèôóðêàöèîííóþ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì ñóùåñòâåííî îñîáûõ
òî÷åê è ñ óòî÷íåíèåì ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ.

Â ìîíîãðàôèè [43] ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ áèôóðêàöèé
íåëèíåéíûõ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ(èíîãäà ãèëüáåðòî-
âûõ) ïðîñòðàíñòâàõ.

Èçëîæåíèå ëîêàëüíîé òåîðèè íà÷èíàåòñÿ ñ àáñòðàêòíîé òåîðåìû î
íåÿâíîé ôóíêöèè. Íàðóøåíèå ïðåäïîëîæåíèé ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèò ê
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âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ áèôóðêàöèè. Äàëåå èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íîìåð-
íîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è - áèôóðêàöè-
îííîãî óðàâíåíèÿ. Ðàçìåðíîñòü íîâîé çàäà÷è ðàâíà ðàçìåðíîñòè âûðîæ-
äåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è. Ýòîò ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì èçâåñòíîãî ìåòîäà ðåäóêöèè Ëÿïóíîâà-Øìèäòà. Ïåðåõîä ê íîâîé
çàäà÷å ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ. Â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî îä-
íîìåðíîãî âûðîæäåíèÿ óäàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè ê
óðàâíåíèþ ðàçâåòâëåíèÿ. Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ýòîé
òåîðåìû, íàçûâàþòñÿ "òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ"(turning points), "ñêëàäêà-
ìè"(folds), â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíè òàêæå èçâåñòíû êàê
"áèôóðêàöèè ñåäëîâûõ òî÷åê"(saddle node bifurcation), â îòå÷åñòâåííîé
ëèòåðàòóðå � ýòî ïðåäåëüíûå òî÷êè. Äàëåå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î áèôóð-
êàöèÿõ ñ îäíîìåðíûì ÿäðîì ïðîèçâîäíîé Ôðåøå íåëèíåéíîãî ôðåäãîëü-
ìîâîãî îïåðàòîðà. Â äàííîì ñëó÷àå ïîä òî÷êîé áèôóðêàöèè ïîíèìàåòñÿ
òî÷êà (x, λ0), â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x, λ) = 0.
Âòîðîé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóþùèé ðåäóêöèþ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà - òåîðå-
ìà Êðàíäàëëà-Ðàáèíîâè÷à, êîòîðàÿ äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òàêèõ òî÷åê. Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðè-
âûõ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ýòè áèôóðêàöèè íàçûâàþòñÿ: ïåðåõîäíàÿ
(transcritical) (ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðà çàäà÷è λ ïî äëèíå äóãè êðèâîé ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé íå ðàâíà íóëþ), äîêðèòè÷åñêàÿ (subcritical), çàêðèòè÷å-
ñêàÿ (supercritical). Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿ òàêèå áèôóðêàöèè èçâåñòíû
êàê "âèëêè"(pitchfork bifurcation). Ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿ-
þò èññëåäîâàòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé îáùåãî
âèäà

dx

dt
= F (x, λ) (0.3)

íà ðåøåíèÿõ â îêðåñòíîñòè òî÷åê áèôóðêàöèè. Äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ òî÷êà (x0, λ0), â êîòîðîé F (x, λ) = 0, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïðèíöèï èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íå
ïðèìåíèì ê òî÷êàì ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ïðî-
èçâîäíîé ïðàâîé ÷àñòè F (x, λ). ßñíî, ÷òî ýòî áóäóò òî÷êè áèôóðêàöèè
äëÿ F (x, λ) = 0. Îäíàêî, ýòîò ïðèíöèï ìîæíî ïðèìåíèòü ê êðèâûì ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç (x0, λ0). Òàêîé ïîäõîä ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê èññëåäîâàíèå âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íîëü ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, â ÷åòûðåõ
ñëó÷àÿõ (turning point, transcritical, subcritical, supercritical) èññëåäóåòñÿ
óñòîé÷èâîñòü âîçìóùåíèÿ. Ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå "ïðèíöèïà
îáìåíà óñòîé÷èâîñòüþ"(principle of exchange of stability). Èññëåäóåòñÿ âî-
ïðîñ î ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ýâîëþöèîííîé (0.3) ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå
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êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ïàðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÷åðåç ìíèìóþ îñü
ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà çàäà÷è λ0. Ýòî ïðèâîäèò ê ôîðìóëè-
ðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Õîïôà äëÿ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå íå ïîÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, ïî òåîðåìå
Õîïôà ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïîÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
(áèôóðêàöèÿ Õîïôà). Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî áèôóðêàöèÿ Õîïôà ÿâëÿåò-
ñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé, äðóãèì ñêðûòûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïåðèîä.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñëó-
÷àå ñèñòåìû (0.3) áåç ÿâíîãî ïàðàìåòðà λ. Ýòî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé. Ê òàêèì îãðàíè÷åíèÿì îòíîñèòñÿ ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû.
Ýòî ïðèâîäèò ê âàðèàíòó òåîðåìû Ëÿïóíîâà î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ.
Äàëåå, äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, óòî÷íÿåòñÿ òåîðåìà Õîïôà è òåî-
ðåìà Ëÿïóíîâà. Èçó÷àåòñÿ òàêæå "ïðèíöèï îáìåíà óñòîé÷èâîñòüþ"äëÿ
áèôóðêàöèé Õîïôà. Ýòî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè ìíîæèòåëåé è ýêñ-
ïîíåíò Ôëîêå. Äàëåå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ãëîáàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ëî-
êàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû
Õîïôà, è èõ óñòîé÷èâîñòü, äåëàåòñÿ çàìå÷àíèå î èõ ñâÿçè ñ íåïîäâèæíû-
ìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû. Èçó÷àþòñÿ
áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà è èçó÷àåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîä÷åðêè-
âàåòñÿ, ÷òî îáû÷íûé ñïîñîá èçó÷åíèÿ òàêèõ áèôóðêàöèé - èçó÷åíèå èòå-
ðàöèé îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå. Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìîíîãðàôèè áè-
ôóðêàöèè ñ îäíîìåðíûì ÿäðîì èçó÷àëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà, êîòîðûé ïðèâîäèë ê èçó÷åíèþ îäíîìåðíîãî áèôóðêàöèîííîãî
óðàâíåíèÿ. Äàëåå ýòî óðàâíåíèå ðåøàëîñü, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î
íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïðèìåíèìîñòü òåîðåìû ãàðàíòèðîâàëàñü ñïåöèàëüíû-
ìè óñëîâèÿìè, íàëàãàåìûìè íà áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå. Â ñëó÷àå îò-
êàçà îò ýòèõ óñëîâèé, òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äîëæíà çàìåíÿòüñÿ
áîëåå ìîùíûì ïîäõîäîì - ìåòîäîì äèàãðàììû Íüþòîíà. Ïîýòîìó äèà-
ãðàììà Íüþòîíà èçó÷àåòñÿ â ñâÿçè ñ áîëåå ñëîæíûìè ñëó÷àÿìè âåòâëå-
íèÿ îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçóÿ ýòîò ìåòîä, ñíà÷àëà èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðû ñ
ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, äàëåå êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóà-
öèÿ ìíîãîìåðíîãî âûðîæäåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Àíà-
ëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âûðîæäåííûõ áèôóðêàöèé
Õîïôà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ãëîáàëüíîé òåîðèè áèôóðêàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî î íàëè÷èè áèôóðêàöèè ìîæíî ñóäèòü ïî íåêîòîðûì êîñâåííûì
ïðèçíàêàì íà îïîðíîé òðàåêòîðèè. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è ïðîäîëæå-
íèÿ ïî ïàðàìåòðó, ýòèì ïðèçíàêîì ÿâëÿåòñÿ ñìåíà çíàêà ðàñøèðåííîãî
ÿêîáèàíà ñèñòåìû. Â ìîíîãðàôèè ýòà èäåÿ îáîáùàåòñÿ íà íåëèíåéíûå
ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-
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åòñÿ òåîðèÿ ñòåïåíåé Áðàóýðà, ïåðåíåñåííàÿ íà ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, è èçâåñòíàÿ êàê òåîðèÿ ñòåïåíåé Ëåðå - Øàóäå-
ðà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé òåîðèè äàíî â
ðàáîòàõ Ì. À. Êðàñíîñåëüñêîãî. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ óòî÷íÿåòñÿ äëÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äàëåå èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðàíåå ðåçóëüòàòîâ ê òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, c èñïîëü-
çîâàíèåì ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ìåòîäîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå, ïîìåùåííîé â ìàãíèòíîå ïîëå. Òåîðèÿ òàêèõ çàäà÷
áûëà ñîçäàíà â ðàáîòàõ Â.Ë.Ãèíçáóðãà è Ë.Ä.Ëàíäàó [8]. Â ñòàòüå [11] ïðî-
âåäåíî ÷èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Â òðåòüåé ãëàâå
äèññåðòàöèè âîñïðîèçâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàòüè [11] è, êðîìå òîãî, ïîëó-
÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû. Äàëåå â òîé æå ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î
áèôóðêàöèè òðåõñòåðæíåâîé ôåðìû. Ñ ïîìîùüþ íîâîãî ïîäõîäà óäàëîñü
ðåøèòü çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé.
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Ãëàâà 1

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ
çàäà÷

1.1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ çàäà÷è
Èçó÷èì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) � (0.2) ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðè-
ñòðåëêè. Ïðè ýòîì ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè êðàåâîé çàäà÷è (0.1)
� (0.2) ê íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû (0.1) ñ óñëîâèÿìè

y1(a) = x1, y2(a) = x2, . . . , yn(a) = xn. (1.1)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , xn)T ñëåäóåò ïîäîáðàòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), (1.1) óäîâëåòâîðÿëî íà ïðàâîì êîíöå
[a, b] óñëîâèþ (0.2).

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è áóäåò çàâèñåòü
îò âåêòîðà x, ò.å.

y = y(t, x). (1.2)

Ïðè÷åì ôóíêöèÿ (1.2) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

F (x) ≡ R(y(a, x), y(b, x)) = 0. (1.3)

Âåêòîð x ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøàÿ, íàïðèìåð, èòåðàöèîííûì ìåòîäîì
Íüþòîíà ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.3), òîãäà èìååì





x(k+1) = x(k) −
[
∂F
∂x

(x(k))
]−1

F (x(k)),

x(0) = x0.
(1.4)
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Çäåñü x(k) � çíà÷åíèå âåêòîðà x íà k � îé èòåðàöèè, ∂F
∂x

= F ′(x) � ìàò-
ðèöà ßêîáè ñèñòåìû (1.3). Ðåêîìåíäàöèè ïî âû÷èñëåíèþ ýëåìåíòîâ ýòîé
ìàòðèöû ïðèâîäÿòñÿ â [2]. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
(1.4) óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé [33].

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü â øàðå B(x0, r) îïåðàòîð F (x) äèôôåðåíöèðóåì è
íåïðåðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì

1) ∃l > 0 : ‖F ′(x1)− F ′(x2)‖ ≤ l‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ B(x0, r);

2) ∃[F ′(x)]−1, ‖[F ′(x)]−1‖ ≤ m, ∀x ∈ B(x0, r).

Òîãäà, åñëè q = 0.5m2lη < 1, ãäå η ≥ ‖F (x0)‖ è

r′ = mη

+∞∑

k=0

q2k−1 < r,

òî óðàâíåíèå F (x) = 0 èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ B(x0, r′), ê êîòîðîìó ñõîäèò-
ñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Íüþòîíà, íà÷àòûé ñ x0. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
x(n) ê x∗ äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖x(n) − x∗‖ ≤ mη
q2n−1

1− q2n .

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.4)
îïðåäåëÿåòñÿ óäà÷íûì âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0), ÷òî ÷àñòî
áûâàåò ñäåëàòü î÷åíü ñëîæíî. Îáùèå ðåöåïòû ïîñòðîåíèÿ ïðèåìëåìûõ
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé íå ìîãóò áûòü äàíû. Îäíàêî ìîãóò áûòü îïèñà-
íû ïðèåìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé, ñì.,
íàïðèìåð, [14].

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé â [31] ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè â ñèñòåìó
(1.3) ïàðàìåòð µ ∈ [0, 1], òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè µ = 0 ðåøåíèå ñèñòåìû
áûëî èçâåñòíî, à ïðè µ = 1 ïîëó÷àëîñü áû ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φj(x, µ) = Fj(x)− (1− µ)Fj(x0) = 0, j = 1, 2, ..., n, µ ∈ [0, 1], (1.5)

ãäå x0 � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) ïðè µ = 0.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.5) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøå-

íèÿ ïî ïàðàìåòðó â ôîðìå Ì. Ëàýÿ (M. Lahaye) [48] èëè â ôîðìå Ä.Ô.
Äàâèäåíêî [9]. Ïåðâûé âàðèàíò íàçîâåì äèñêðåòíûì, à âòîðîé � íåïðå-
ðûâíûì ïðîäîëæåíèåì. Â [38],[1] äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ïðîáëåìå
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíûé âàðèàíò ìåòîäà. Â
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[24] ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ïî-
ýòîìó ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñëó÷àé. Ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà, íà
êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ µ

0 = µ0 < µ1 < . . . < µM = 1 (1.6)

íà M ÷àñòåé. Äëÿ êàæäîãî µk âû÷èñëÿåòñÿ xk ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà:





x
(i+1)
(k) = x

(i)
(k) −

[
∂Φ
∂x

(x
(i)
(k), µk)

]−1

Φ(x
(i)
(k), µk), i = 1, ..., rk − 1

x
(0)
(k+1) = x

(rk)
(k) .

(1.7)

Äëÿ íåâÿçêè íà ïîñëåäíåì øàãå ïî i ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Φ(x
(rk)
k , µk) = ε

(rk)
k .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü

1) äëÿ k = 1, ...,M − 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖ε(rk)
k ‖ < ε; (1.8)

2) â øàðå B(x0, R) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçðåøèìû çàäà÷è Êîøè
(0.1),(1.1) äëÿ ∀x ∈ B(x0, R);

3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F ′(x1)− F ′(x2)‖ ≤ l‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ B(x0, R); (1.9)

4) ∃[F ′(x)]−1, ‖[F ′(x)]−1‖ ≤ m, ∀x ∈ B(x0, R);

ïóñòü q = 0.5m2lη < β < 1, ãäå η ≥ ‖ε(rk)
k ‖ äëÿ k = 1, ..., M − 1, à ε

îïðåäåëåíà òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

0.5m2lε < β < 1 (1.10)

è

R′ = Mmη

+∞∑

k=0

q2k−1 < R,
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òîãäà â çàìêíóòîì øàðå B(x0, R′), cóùåñòâóåò òî÷êà x îïðåäåëÿþùàÿ
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, ïðè t = a, ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è ïðè âûáîðå øàãà
ñåòêè èç ñîîòíîøåíèÿ

∆µ =
2β −m2εl

m2l‖F (x0)‖

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x
(i)
k , âû÷èñëåííûå ïî èòåðàöèîííîé ñõå-

ìå (1.7), ïðè i →∞ ñõîäÿòñÿ ê xk òàê, ÷òî

‖x(i)
k − xk‖ ≤ mη

q2i−1

1− q2i

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 î
ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ
(1.5) äëÿ ëþáîãî µk, k = 1, 2, ..., M .

Åñëè ýòî òàê, òîãäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðà µk èç ñåòêè (1.6), ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) â çàìêíóòîì øàðå B(x

(0)
k , r′),

ãäå r′ = mη
∑+∞

j=0 q2j−1 èìååò ðåøåíèå xk ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ ïðèáëèæå-
íèÿ x

(i)
k âû÷èñëåííûå ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (1.7).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

L(x) = F (x)− (1− µ)F (x0).

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.9), ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå

L′(x) = F ′(x)

â øàðå B(x0, R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé l.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ñõåìå (1.7) ïðè k = 2, 3, ... íàéäåíî ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå x
(rk−1)
k−1 . Òîãäà íà k-ì øàãå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

x
(0)
k = x

(rk−1)
k−1 è íåâÿçêà ðàâíà

ε
(0)
k = F (x

(0)
k )− (1− µk)F (x0) =

= F (x
(rk−1)
k−1 )− (1− µk−1)F (x0) + ∆µF (x0) =

= ε
(rk−1)
k−1 + ∆µF (x0).

Çàôèêñèðóåì β < 1 è âûáèðàåì âåëè÷èíó øàãà ∆µ èç óñëîâèÿ

0.5m2lη < β. (1.11)
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Èç íåðàâåíñòâà (1.11) íàõîäèì, ÷òî

0.5m2l‖ε(rk−1)
k−1 + ∆µF (x0)‖ < β.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.8) è (1.10), ïîëó÷àåì

∆µ =
2β −m2lε

m2l‖F (x0)‖ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé äàííîé òåîðåìû âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à äëÿ
k = 1, 2, ..., M . Íà åå îñíîâàíèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì k = 1, ..., M

ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) â øàðå B(x
(0)
k , r′), ãäå r′ = mη

∑+∞
j=0 q2j−1 èìååò

ðåøåíèå è ïðîöåññ (1.7) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.
Ïîýòîìó ïðè µM = 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) ýêâèâàëåíòíà ñèñòå-

ìå óðàâíåíèé F (x) = 0 è äåéñòâèòåëüíî çàäàåò â çàìêíóòîì øàðå
B(x0, R′) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì R′ =

Mmη
∑+∞

j=0 q2j−1 < R Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî óñëîâèÿ 2) � 4) òåîðåìû 2 äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ ëèøü â êàêîì-òî ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà B(x0, R′) (ýòî ïîäìíî-
æåñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, åñëè âçÿòü òî÷êè, ëåæàùèå â ïîëîñå, ïî-
ñòðîåííîé íà ðàññòîÿíèè ε + r′ îò êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû
(1.5), îò òî÷êè x0 äî òî÷êè x∗).

Êðèâàÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (1.5) ìîæåò ñîäåðæàòü ïðåäåëü-
íûå òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû âûðîæäàåòñÿ è èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ ìåòîäà Íüþòîíà ïåðåñòàåò ñõîäèòüñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáå-
æàòü ýòèõ íåïðèÿòíîñòåé ñëåäóåò ïðîäîëæàòü ðåøåíèå íå ïî ïàðàìåòðó
µ, à ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [36], êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð ν � äëèíà
êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5). Â ìîíîãðàôèè [36]
ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è îïèñàíèå âû÷èñëèòåëü-
íîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (1.5) íåïðåðûâíîãî
âàðèàíòà ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó. Äèñ-
êðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåò-
ðó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) ïðåäëîæåí â [23], [24].

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) ïðèìåíÿåòñÿ äèñêðåò-
íûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.
Äëÿ ýòîãî êðèâàÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ðàçáèâàåòñÿ íà l

ó÷àñòêîâ, íà÷èíàÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè ν = ν0 = 0 äî êîíå÷íîé ν = νl = L:
ν0 = 0 < ν1 < ν2 < · · · < νl = L è ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ïðîäâèãàÿñü ïî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà ν. Ïðè ýòîì
íåèçâåñòíûå, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1.5), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà
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ν è â k � îé òî÷êå ðàçáèåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ x(k) = x(νk), µk = µ(νk).
Òîãäà çíà÷åíèÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ â k + 1 � îé òî÷êå ìîãóò áûòü íàéäåíû
èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé [24],[23]





Φj(x, µ) = Fj(x)− (1− µ)Fj(x0) = 0, j = 1, 2, ..., n,

Φn+1(x, µ) =
n∑

j=1

(xj − xj(k))
2 + (µ− µk)

2 −∆ν2
k = 0.

(1.12)

Çäåñü ∆νk = νk+1 − νk, xj(k) = xj(νk), k = 1, 2, . . . , l, j = 1, 2, . . . , n.
Íà êàæäîì øàãå ïðîäâèæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ν ñèñòåìó

óðàâíåíèé (1.12) ñëåäóåò ðåøàòü êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íà-
ïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðè ýòîì íåïðèÿòíîñòè â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ
êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé óæå íå âîçíèêíóò.
Íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èòåðàöè-
îííîãî ïðîöåññà ïðèâîäÿòñÿ â [24].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψk+1(z) ñèñòåìó (1.12), â êîòîðîé ïðèðàùåíèå íàè-
ëó÷øåãî ïàðàìåòðà ∆ν ïîñòîÿííî

Ψk+1(z) =

{
F (x)− (1− µ)F (x0) = 0,

‖x− x
(rk)
k ‖2 + (µ− µ

(rk)
k )2 −∆ν2 = 0,

(1.13)

ãäå z = (x, µ) ∈ Rn+1, νk+1 = νk + ∆ν, ν0 = 0, νl = L ñîîòâåòñòâóåò ìîìåí-
òó êîãäà µl = 1. Ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.13) ïðè ïîìîùè
ìåòîäà Íüþòîíà ïðèìåò âèä





z
(i+1)
(k) = z

(i)
(k) −

[
∂Ψk
∂z

(z
(i)
(k))

]−1

Ψk(z
(i)
(k)), i = 1, ..., rk − 1

z
(0)
(k) = 2z

(rk−1)

(k−1) − z
(rk−2)

(k−2) .
(1.14)

Íåâÿçêó íà ïîñëåäíåì øàãå (ïî i) âîçüìåì â ôîðìå

Ψk(z
(rk)
k ) = ε

(rk)
k .

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü

1) äëÿ k = 1, ..., l − 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖ε(rk)
k ‖ < ε; (1.15)

2) â øàðå B(x0, R) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçðåøèìû çàäà÷è Êîøè
(0.1),(1.1) äëÿ ∀x ∈ B(x0, R);
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3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖Ψ′

k(z1)−Ψ′
k(z2)‖ ≤ γ‖z1 − z2‖, ∀z1, z2 ∈ B(z0, R),

ãäå

Ψ′
k(z) =

(
F ′(x) F (x0)

2(x− xk−1) 2(µ− µk−1)

)
;

4) ∃[Ψ′
k(z)]−1, ‖[Ψ′(z)]−1‖ ≤ m, ∀z ∈ B(z0, R);

ïóñòü q = 0.5m2γη < β < 1, ãäå η ≥ ‖ε(rk)
k ‖ äëÿ k = 1, ..., l − 1, à ε

îïðåäåëåíà òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

0.5m2γε < β < 1 è R′ = lmη

+∞∑

k=0

q2k−1 < R,

òîãäà â çàìêíóòîì øàðå B(z0, R′), cóùåñòâóåò òî÷êà x îïðåäåëÿþùàÿ
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, ïðè t = a, ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è ïðè âûáîðå øàãà
ñåòêè èç ñîîòíîøåíèÿ

∆ν =
2β −m2εγ

m2γ(c1 + c2)
,

ãäå ‖F ′(ξk+1)‖ ≤ c1, ‖F (x0)‖ ≤ c2, ξk+1 ∈ B(x
(0)
k+1, ∆ν), ïîñëåäîâàòåëüíûå

ïðèáëèæåíèÿ z
(i)
k , âû÷èñëåííûå ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå (1.14), ïðè i →∞

ñõîäÿòñÿ ê zk òàê, ÷òî

‖z(i)
k − zk‖ ≤ mη

q2i−1

1− q2i

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 î
ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ
(1.13) äëÿ ëþáîãî k = 1, ..., l − 1.

Åñëè ýòî òàê, òîãäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (1.13) â çàìêíóòîì øàðå B(z

(0)
k , r′), ãäå r′ = mη

∑+∞
j=0 q2j−1 èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zk+1, ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ z
(i)
k+1, âû-

÷èñëåííûå ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (1.14).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå z

(rk)
k óðàâíåíèÿ

Ψk(z) = 0 è z
(rk−1)
k−1 óðàâíåíèÿ Ψk−1(z) = 0. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ψk+1(z) = 0 áóäåì èñêàòü ïî ôîðìóëå [24]

z
(0)
k+1 = 2z

(rk)
k − z

(rk−1)
k−1 = z

(rk)
k + ∆νek

ek =
z

(rk)
k − z

(rk−1)
k−1

‖z(rk)
k − z

(rk−1)
k−1 ‖

, ek = (ekx, ekµ),
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Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà[33] èìååì

ε
(0)
k+1 = Ψk+1(z

(0)
k+1) =

=

(
F (x

(rk)
k + ∆νekx)− (1− (µ

(rk)
k + ∆νekµ))F (x0)

‖x(rk)
k + ∆νekx − x

(rk)
k ‖2 + (µ

(rk)
k + ∆νekµ − µ

(rk)
k )2 −∆ν2

)
=

(
F (x

(rk)
k )− (1− µ

(rk)
k )F (x0) +

∫ 1

0
F ′(x(rk)

k − θ(∆νekx))dθ∆νekx + ∆νekµF (x0)

0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, ïîëó÷àåì

‖ε(0)
k+1‖ ≤ ε + (‖F ′(ξ(rk)

k )ekx‖+ ‖F (x0)ekµ‖)∆ν,

ãäå ξ
(rk)
k ∈ B(x

(rk)
k , ∆ν).

Çàôèêñèðóåì β < 1 è âûáèðàåì ∆ν èç óñëîâèÿ

0.5m2γη < β è 0.5m2γε < β,

òîãäà

∆ν =
2β −m2γε

(c1 + c2)m2γ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè âñåõ óñëîâèé äàííîé òåîðåìû âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à äëÿ
k = 1, ..., l. Íà åå îñíîâàíèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì k = 1, ..., l ñèñòåìà
óðàâíåíèé (1.13) â øàðå B(z

(0)
k , r′), ãäå r′ = mη

∑+∞
j=0 q2j−1 èìååò ðåøåíèå è

ïðîöåññ (1.14) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Ïîýòîìó ïðè νl = L (µl = 1) íàõîæ-
äåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.13) ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû F (x) = 0 è äåéñòâèòåëüíî äàåò â çàìêíóòîì øàðå B(z0, R′) íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì R′ = lmη

∑+∞
j=0 q2j−1 < R.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî äîñòîèíñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå îá-

ðàòèìîñòè ìàòðèöû Ψ′
k(z), à íå ìàòðèöû F ′(x), îïðåäåëÿþùåé èòåðàöè-

îííûé ïðîöåññ (1.7), êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ âûðîæäåííîé [36].
Âåëè÷èíà L � äëèíà êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1.5) çàðàíåå íåèçâåñòíà, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.12)
íà ïîñëåäíåì l � îì øàãå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì
åäèíèöå, à íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà x è ïðèðàùåíèå
∆νl.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âûøåèçëîæåííûé àëãîðèòì áóäåò íàäåæ-
íî ðàáîòàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà [a, b] óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü
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çàäà÷ó Êîøè (0.1), (1.1). Ýòî æå âîçìîæíî ñäåëàòü äàëåêî íå âñåãäà. Âû-
÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé (1.1), à òàêæå åñëè ñèñòåìà ÎÄÓ (0.1) ïëîõî îáóñëîâëåíà [2],
íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé [27], [47].

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä, ñì., íàïðèìåð,
[22]. Â ñèñòåìó ÎÄÓ (0.1) ââîäèòñÿ ïàðàìåòð δ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè
δ = 0 ïîëó÷àëàñü óñïåøíî ðåøàåìàÿ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè íà [a, b] êðàåâàÿ
çàäà÷à, èìåþùàÿ ðåøåíèå y = y(0)(t), à ïðè δ = 1 ïîëó÷àëîñü áû ðåøåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è (0.1) � (0.2). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò
äëÿ 0 ≤ δ ≤ 1 íåïðåðûâíîå ðåøåíèå

y = y(t, δ), (1.16)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(t, 0) = y(0)(t).
Ïóñòü ñèñòåìà ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé, ò.å. èìååò âèä

ε
dy

dt
= f(t, y), (1.17)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, ε ¿ 1.
Òîãäà ïàðàìåòð δ â ñèñòåìó (1.17) ìîæíî ââåñòè, íàïðèìåð, ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

(1− δ(1− ε))
dy

dt
= f(t, y). (1.18)

Ïðè δ = 0 ñèñòåìà ÎÄÓ (1.18) ïðèíèìàåò âèä (0.1) è ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ðåøåíèå y = y(0)(t) ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü
ëåãêî ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, à ïðè δ = 1 ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ÎÄÓ (1.17).

Ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.17), (0.2).

Äèñêðåòíûé âàðèàíò. Îòðåçîê [0, 1] èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà δ ðàçáèâàåò-
ñÿ íà m ÷àñòåé δ0 = 0 < δ1 < δ2 < · · · < δm = 1. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
δ = δk, k = 1, 2, . . . , m ìåòîäîì ïðèñòðåëêè îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
(1.18), (0.2), ïðè÷åì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.1) íà k � îì øàãå
ïðîäîëæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé δ ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è íà ïðåäûäóùåì k − 1 � îì øàãå. Ïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è y = y(0)(t) ïðè δ = 0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî.

Íåïðåðûâíûé âàðèàíò. Íàõîäèòñÿ ðåøåíèå y = y(0)(t) êðàåâîé çàäà÷è
(1.18), (0.2) ïðè δ = 0. Ðåøåíèå (1.16) ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïàðàìåòðà δ, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì ïðèñòðåëêè ñèñòåìó ÎÄÓ
(1.18) è óñëîâèÿ (1.1) ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ýòîìó ïàðàìåòðó.
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Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
Y =

∂y(t, δ)
∂δ

(1− δ(1− ε))
dY

dt
− ∂f(t, y)

∂y
Y =

1− ε

1− δ(1− ε)
f(t, y),

Y1(a) = 0, Y2(a) = 0, . . . , Yn(a) = 0.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ Y (m) ýòîé çàäà÷è íà m � îì øàãå, ðåøåíèå
y(m+1) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.18), (1.1) íà m + 1 � îì øàãå ìîæåò áûòü
íàéäåíî, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå

y(m+1) = y(m) + Y (m)∆δm,

ãäå ∆δm = δm+1 − δm � ïðèðàùåíèå ïàðàìåòðà δ íà m � îì øàãå.
Ëèíåéíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ òàêæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ê êðàåâîé çàäà-

÷å (0.1), (0.2) ïðèìåíèòü ìåòîä Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à [14]. Òàêîé ïîäõîä
øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ â [3].

Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.1), (1.1)
ìîæíî òàêæå óëó÷øèòü, ïðåîáðàçîâàâ åå ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ, [36].
Òîãäà ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä

dy

dλ
=

f(t, y)√
1 + (f, f)

,
dt

dλ
=

1√
1 + (f, f)

, (1.19)

y1(0) = x1, y2(0) = x2, . . . , yn(0) = xn, (1.20)

ãäå âûðàæåíèå (f, f) çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûìè îáëàäàåò ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà-

÷à (1.19), (1.20) ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðåîáðàçîâàííîé (0.1), (1.1), îòìå÷åíû
â [36].

Åùå îäèí ñïîñîá óëó÷øåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (0.1), (1.1) çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè âëîæåííûõ îò-
ðåçêîâ: [a, b0] ⊂ [a, b1] ⊂ · · · ⊂ [a, bk], ãäå b0 < b1 < · · · < bk = b, ñì.,
íàïðèìåð, [49]. Ïðè îòûñêàíèè ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [a, bi], 1 ≤ i ≤ m

ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå (1.1), ïîëó÷åííîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà
ïðåäûäóùåì îòðåçêå [a, bi−1], à êðàåâîå óñëîâèå (0.2) óäîâëåòâîðÿåòñÿ â
òî÷êå t = bi. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà íàèìåíüøåì îòðåçêå [a, b0] ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî.
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1.2. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó [18]

{
ÿ = 1,

y(0) = 0, F (ẏ(1)− 1) = 0.
(1.21)

Ïóñòü F (x) èìååò âèä

F (x) =





−x + 2, x ∈ (−∞, 1],

1, x ∈ [1, 2],

−x + 3, x ∈ [2, +∞).

(1.22)

Ïðèìåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ẏ(0) = x0 = 0.
Íà îòðåçêå êðèâîé F = F (x), êîòîðûé ïàðàëëåëåí îñè x, ìàòðèöà ßêî-

áè, íå ïðåîáðàçîâàííîé ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ñèñòåìû, áóäåò âûðîæ-
äåííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèîííûå ñõåìû ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà
Ëàýÿ íå ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ. Ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ íàèëó÷øèé ïàðà-
ìåòð ν, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòîâåðíîå ðåøåíèå çàäà÷è. ×àñòü êðèâîé
p = p(µ), âåäóùåé îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è, ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñóíêå (ñì. ðèñ. 1.1).

Ðèñ. 1.1.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [16]





εu′′ = (1− t)u′ − (1 + 2u′)u, ε = 0.01,

u(0) = 1/2,

u(1) = 0.

(1.23)

Ìåòîä ñòðåëüáû ïðåîáðàçóåò êðàåâóþ çàäà÷ó (1.23) â íà÷àëüíóþ




εu′′ = (1− t)u′ − (1 + 2u′)u, ε = 0.01

u(0) = 1/2,

u′(0) = p.

(1.24)

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿ p (íàïðèìåð, p = 2) ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà-
÷è (1.24) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, 1]. Ïîýòîìó íà÷àëüíîå
óñëîâèå íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü îïèñàííûå ñõåìû. Èñïîëüçóÿ æå, íàïðè-
ìåð, ñõåìó Ëàýÿ íà âëîæåííûõ îòðåçêàõ ìîæíî ïðèäòè ê âåðíîìó çíà÷å-
íèþ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà p.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [20]





εu′′ = u− u4,

u(0) + u′(0) = 0,

u(1) = 1/2.

(1.25)

Ìåòîäîì ñòðåëüáû ïðåîáðàçóåì êðàåâóþ çàäà÷ó (1.25) â íà÷àëüíóþ




εu′′ = u− u4,

u(0) = p,

u′(0) = −p.

(1.26)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå u(x, p) äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.26). Íà
ðèñ. 1.2 ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè u(1, p) äëÿ ε = 0.1.

Èç ãðàôèêà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(1.25). Ïóñòü p∗1 è p∗2 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâûì
óñëîâèÿì

{
u(0) + u′(0) = 0,

u(1) = 1/2.
(1.27)
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Ðèñ. 1.2.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî ïðèìåðà. Ïóñòü
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p0 âûáèðàåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè A è C, èëè ìåæäó
òî÷êàìè B è Ñ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä Ëàýÿ íå
ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ñõåìà ñ íàèëó÷øèì ïàðàìåòðîì ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü êàê p∗1, òàê è p∗2, ïóòåì âûáîðà íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü
êðèâîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ïîâåäåíèå äâóõ ìåòîäîâ, ðàññìîòðèì
âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ

F (x) = −x2(x2 − 1) + 1 = 0, (1.28)

èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàýÿ è ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.
Ãðàôèê ôóíêöèè (1.28) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.3.

Ìåòîä Ëàýÿ.Ïóñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0, âûáðàíî èç îòðåçêà
[C, B]. Ïàðàìåòðèçàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φ(x, µ) = F (x)− (1− µ)F (x0).

Ïàðàìåòð µ ∈ [0, 1] èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî (1− µ)F (x0) ìîíîòîííî óáûâàåò,
îäíàêî, âèäíî, ÷òî F (x) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, íè íà îòðåçêå [D, x0], íè
íà [x0, E]. Ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ µ

0 = µ0 < µ1 < . . . < µm = 1.
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Ðèñ. 1.3.

Òîãäà íà ïåðâîì øàãå, ñëåäóÿ ìåòîäó Ëàýÿ, ðåøàåì óðàâíåíèå

Φ(x, µ1) = F (x)− (1− µ1)F (x0) = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé
y = F (x) è y = (1 − µ1)F (x0). Íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ìåòîäà
Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x0 è íà îòðåçêå [C, B] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà. Ïîýòîìó, ïîëó÷àåì òî÷êó x1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïî-
ëó÷àåì è äðóãèå òî÷êè, äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîäîéäåì ê òàêîìó µk, ÷òî
F (C) > (1 − µk)F (x0). Íàõîæäåíèå òî÷êè xk1 èëè xk2 âñåöåëî çàâèñèò îò
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ k-ãî øàãà ìåòîäà Ëàýÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà â äàííîì ñëó÷àå íàðóøàþòñÿ. Íà-
ïðèìåð, ïðè ðàçáèåíèè îòðåçêà íà ñåìü ÷àñòåé (x0 = 0.5), ìåòîä Íüþòîíà
âõîäèë â áåñêîíå÷íûé öèêë è âûäàâàë òî÷êè ëåæàùèå â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè C.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàõîäèòñÿ òî÷êà xk1 èëè xk2 ïî ìåòîäó Ëàýÿ, òðåáó-
åòñÿ ñîâåðøèòü ñêà÷îê ïî x íà îäíó èç âåòâåé ôóíêöèè (1.28), ÷òî èë-
ëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðàìè íà ðèñ. 1.4. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí x, íåïðå-
ðûâíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ôóíêöèÿ F (x), îêðóæíîñòÿìè ïîêàçàíû òî÷êè
{xj, (1− µj)F (x0)}, ãäå xj ñîîòâåòñòâóåò µj.

Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå ïåðåñêîêà (âïðàâî, âëåâî) ê êîðíþ, ìîæåò áûòü
âåñüìà íåïðåäñêàçóåìûì, è çàâèñåòü, íàïðèìåð, îò òî÷íîñòè ìåòîäà Íüþ-
òîíà èëè îò ïëîòíîñòè ñåòêè ïî µ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ïåðåñêîê ìîæåò
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Ðèñ. 1.4.

ñîâåðøàòüñÿ â òàêóþ òî÷êó, ãäå ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, èëè òî÷êó ïî-
äîáíóþ äàííîé, ãäå íàðóøàåòñÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè.

Íàèëó÷øàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Äëÿ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïàðà-
ìåòð µ ðàâíîïðàâåí ñ x, è ìîæåò ìåíÿòüñÿ íåìîíîòîííî. Ñëåäóþùåå çíà-
÷åíèå µ ïîëó÷àåòñÿ ëèøü íà îñíîâå ðåøåíèÿ íà (i + 1)-ì øàãå ñèñòåìû
óðàâíåíèé

{
Ψ1(x, µ) = F (x)− (1− µ)F (x0) = 0,

Ψ2(x, µ) = (x− x(i))
2 + (µ− µi)

2 −∆ν2
i = 0,

(1.29)

è îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü áëèçîñòüþ F (x) è F (x0)(1 − µ), ïîýòîìó ìû èäåì
âäîëü êðèâîé y = F (x) äî çíà÷åíèÿ µ = 1. Ìîæíî óïðàâëÿòü ïîèñêîì
òîãî èëè èíîãî êîðíÿ, çàäàâàÿ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âäîëü êðèâîé. Íà
ðèñ. 1.5,ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí x, íåïðåðûâíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ôóíêöèÿ
F (x), îêðóæíîñòÿìè ïîêàçàíû òî÷êè {xj, (1 − µj)F (x0)}, ãäå xj ñîîòâåò-
ñòâóåò µj.

Ïðèìåð 4. (Çàäà÷à äâóõ òåë.) Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
(ñì. [38]):

ẍ = − x

(x2 + y2)3/2
, ÿ = − y

(x2 + y2)3/2
, (1.30)

x(0) = a1, y(0) = a2, x(T ) = b1, y(T ) = b2.
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Ðèñ. 1.5.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðèñòðåëêè ïðèâåäåì êðàåâóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å Êîøè
è ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
a) Ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Φ(p) = 0. (1.31)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Φ : Rm 7→ Rm ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.31). Çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåé ôîðìå

Φ(p) = (1− µ)Φ(p0), µ ∈ [0, 1], (1.32)

Çäåñü p0 ∈ Rm íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè µ =

0, p = p0 , à ïðè µ = 1, Φ(p) = 0, ò.å. p óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ
(1.31).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè µ îò 0 äî 1 ïà-
ðàìåòð p áóäåò ìåíÿòüñÿ îò ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ p0

äî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Íàéòè ôóíêöèþ µ 7→ p(µ) ìîæíî, äèôôåðåíöèðóÿ
ñîîòíîøåíèå (1.32) ïî µ

Φ
′
(p(µ))

dp(µ)

dµ
= −Φ(p0).
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Èòàê, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ (1.30) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû

dp(µ)

dµ
= −[Φ

′
(p(µ))]−1Φ(p0), (1.33)

p(µ)|µ=0 = p0, 0 ≤ µ ≤ 1

îò 0 äî 1.
b) Ìåòîä ïðèñòðåëêè ñ ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

ẋ = f(t, x), a ≤ t ≤ b, x ∈ Rn, R(x(a), x(b)) = 0. (1.34)

Çäåñü f : R1 × Rn 7→ Rn, R : R × Rn 7→ Rn ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.34).

Èäåÿ ìåòîäà ïðèñòðåëêè â ñâåäåíèè ñèñòåì ïîäîáíûõ (1.34) ê çàäà÷å
Êîøè è ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîñòðîèì ñõåìó ïðîöåññà.

Âûáåðåì òî÷êó t∗ ∈ [a, b] è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ẋ = f(t, x), x|t=t∗ = p ∈ Rn. (1.35)

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.35) îáîçíà÷èì êàê

x(t, p), a ≤ t ≤ b. (1.36)

Ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ (1.36) äîëæíà îáðàùàòü â òîæäåñòâî ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

Φ(p) ≡ R(x(a, p), x(b, p)) = 0. (1.37)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.37) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó èç ðàçäåëà a). Ïîëó÷èì Φ

′
(p)

Φ
′
(p) = R

′
x

∂x(a, p)

∂p
+ R

′
y

∂x(b, p)

∂p
. (1.38)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

X(t, p) =
∂x(t, p)

∂p
. (1.39)

Ôóíêöèþ X(t, p) ìîæíî íàéòè, äèôôåðåíöèðóÿ ïî p ñèñòåìó (1.35)

Ẋ = AX, X|t=t∗ = I, a ≤ t ≤ b, (1.40)
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ãäå n× n ìàòðèöà
A = A(t, p) ≡ f

′
x|x=x(t,p), (1.41)

à I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Çàäà÷à Êîøè èìååò âèä

dp(µ)

dµ
= −[Φ

′
(p(µ))]−1Φ(p0),

p(µ)|µ=0 = p0, 0 ≤ µ ≤ 1,

ãäå
Φ(p) = R(x(a, p), x(b, p)), (1.42)
Φ
′
(p) = R

′
x(x(a, p), x(b, p))X(a, p) + R

′
y(x(a, p), x(b, p))X(b, p). (1.43)

Öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëÿòü x(t, p), X(t, p) ïàðàëëåëüíî.

c)Íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ.
Ïóñòü äàíà ñèñòåìà

Fj(x1, x2, ..., xn+1) = 0 (j = 1, 2, ..., n) (1.44)
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî n+1 íåèçâåñòíûõ x1, x2, ..., xn+1 . Èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ (äëÿ ñèñòåìû (1.44)) ðåøàåòñÿ âûáîðîì íàèëó÷-
øåãî ïàðàìåòðà [36]. Ýòèì íàèëó÷øèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ äëèíà λ, îò-
ñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü êðèâîé (çàäàâàåìîé (1.44)). Ëîêàëüíî òàêîé ïàðàìåòð
ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé. Âûáîð λ â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ òðåáóåò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî xi ñóòü ôóíê-
öèè λ, ò.å.

xi = xi(λ) (i = 1, 2, ..., n + 1). (1.45)
×òîáû îïðåäåëèòü λ, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, óñòà-

íàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó xi è λ. Ëîêàëüíî ýòà ñâÿçü î÷åâèäíà:

dλ2 =
n+1∑
i=1

dx2
i . (1.46)

Òàê êàê ñîîòíîøåíèå (1.46) - äèôôåðåíöèàëüíîå, òî ñëåäóåò ïåðåâåñòè
ñèñòåìó (1.44) â ýêâèâàëåíòíóþ åé äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó - çàäà÷ó
Êîøè ïî ïàðàìåòðó λ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

n+1∑
i=1

∂Fj

∂xi

dxi

dλ
= 0, (j = 1, 2, ..., n),
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n+1∑
i=1

(
dxi

dλ

)2

= 1,

xi(λ0) = xi0 (i = 1, 2, ..., n + 1). (1.47)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dy

dt
= f(t, y), y(t0) = y0, (1.48)

y : R1 7→ Rn, f : Rn+1 7→ Rn, t ∈ R1.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. [36] Åñëè çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.48) èìååò åäèíñòâåííóþ ãëàäêóþ
èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, òî äëÿ òîãî ÷òîáû ýòó çàäà÷ó ïðåîáðàçîâàòü ê íàè-
ëó÷øåìó àðãóìåíòó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâå òàêîãî
àðãóìåíòà äëèíó äóãè λ, îòñ÷èòûâàåìóþ îò íà÷àëüíîé òî÷êè âäîëü èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì çàäà÷à (1.48) ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó

dy

dλ
= ± f√

1 +
∑n

j=1 f 2
j

, y(0) = y0,

dt

dλ
= ± 1√

1 +
∑n

j=1 f 2
j

, t(0) = t0. (1.49)

×èñëåííîå ðåøåíèå.
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ - ïðîäîëæåíèå

ïî ïàðàìåòðó è íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.
Îáùàÿ ÷àñòü.
Ñèñòåìó (1.30) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå





ẋ1 = x3, x1(0) = a1, x1(T ) = b1,

ẋ2 = x4, x2(0) = a2, x2(T ) = b2,

ẋ3 = −x1(x
2
1 + x2

2)
−3/2,

ẋ4 = −x2(x
2
1 + x2

2)
−3/2.

Äëÿ íàáîðà

T = 7, a1 = 2., a2 = 0, b1 = 1.0738644361, b2 = −1.0995343576,
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âûáåðåì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ = 0 ïðèáëèæåíèå äëÿ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé

p01 = [2., 0.,−0.5, 0.5] è p02 = [2., 0., 0.5,−0.5]. (1.50)

Ðàññìîòðèì êëþ÷åâûå ìîìåíòû (è îáùèå äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ) ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî íàì íå îáÿçàòåëüíî ââîäèòü âåêòîð
p = [p1, p2, p3, p4], ñîñòîÿùèé èç ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ. Â äàííîì ñëó÷àå
äîñòàòî÷íî è äâóõ, òàê êàê ó íàñ åñòü x1(0) è x2(0). Ýòîò øàã ïîçâîëÿåò
ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé è ðàáîòàòü ñ ìèíèìàëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè,
âõîäÿùèõ â âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä
{

x1(T, p)− b1 = 0,

x2(T, p)− b2 = 0.
(1.51)

Èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷ Êîøè (1.35) è (1.40) ïðîèçâîäÿòñÿ ñòàíäàðòíîé
ïîäïðîãðàììîé Maple dsolve ñ ïîìîùüþ ìåòîäà rkf-45 (ìåòîä Ðóíãå-
Êóòòà-Ôåëüáåðãà ïîðÿäêà 4(5) ñì.[15]) ñ òî÷íîñòüþ ðàâíîé 10−5.

Äàëåå èäåò, õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ, ïåðåõîä ê èíòåãðè-
ðîâàíèþ ïî ÿâíîé ñõåìå Ýéëåðà.

a) ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó.
Äëÿ ñèñòåìû (1.33) ìîæåì âûïèñàòü ÿâíóþ ñõåìó Ýéëåðà.

pk+1 = pk − [Φ
′
(pk)]

−1Φ(p0)∆µk,

p0 = p0i, µ0 = 0, µk+1 = µk + ∆µk, k = 1, 2, ..., s. (1.52)

Çäåñü âåêòîð p0i (i = 1 2) ñóòü äàííûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (1), ∆µk

- øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíå÷íîå çíà÷åíèå µs =

1. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ïðîöåññà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó
êðèòåðèé îñòàíîâêè ïðîöåññà (1.52) åñòü µk+1 = 1.

b) ïðîäîëæåíèå ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïîñëå ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà µ

Ψ(p, µ) ≡ Φ(p)− (1− µ)Φ(p0) = 0, (1.53)

è çàïèøåì åå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷-
øåìó ïàðàìåòðó

∂Ψi

∂p1

dp1

dλ
+

∂Ψi

∂p2

dp2

dλ
+

∂Ψi

∂µ

dµ

dλ
= 0, i = 1, 2,
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(

dp1

dλ

)2

+

(
dp2

dλ

)2

+

(
dµ

dλ

)2

= 1,

p0 = p0i, µ0 = 0. (1.54)

Ñõåìà ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà ïðèìåò âèä

x(0) = p(λ0), x
′∗
(−1) = (0, 0, 1),

x(k+1) = x(k) + x
′∗
(k)∆λk, (1.55)

x
′∗
(k) =

x
′
(k)

||x′(k)||2
, x

′
(k) =

[
J(k)

x
′∗
(k−1)

]−1 [
~0

1

]
.

Çäåñü || · ||2 - åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà, xk = (p1(k), p2(k), µ(k)),

Jk =

(
∂Ψ1

∂p1

∂Ψ1

∂p2

∂Ψ1

∂µ
∂Ψ2

∂p1

∂Ψ2

∂p2

∂Ψ2

∂µ

)

(k)

=

(
∂Φ1

∂p1

∂Φ1

∂p2
Φ1(p0)

∂Φ2

∂p1

∂Φ2

∂p2
Φ2(p0)

)

(k)

.

Òåñòû è ðåçóëüòàòû.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ 2 ìåòîäîâ èñïîëüçóåì íàáîð èç 3 òåñòîâ.
Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî "íà÷àëüíîå çíà÷åíèå - ðåøåíèå"äàåòñÿ ñëå-

äóþùåé òàáëèöåé (òàáë. 1) [38].
Òàáëèöà 1

p0N Íà÷.çíà÷. Ðåøåíèå
1 (-0.5, 0.5) (0.0000004834, 0.5000000745)
2 (0.5, -0.5) (0.4510782034, -0.2994186665)

Ñîêðàùåíèÿ:
Ï - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.
ÍÏ - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.
1) Ñîïîñòàâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðèáëèæåíèþ ê ðåøåíèþ è êî-

ëè÷åñòâó øàãîâ (ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ äàííîå ïðèáëèæåíèå). Äëÿ
íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà ýòî øàã âäîëü êðèâîé.
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Òàáëèöà 2

p0N Øàã Ï ÍÏ
1 0.01 (-.0018, .5017) (.0028, .5003)
2 0.01 (.4508,-.2996) (.4506, -.2977)
1 0.05 (-.0092, .5084) (.0090, .5031)
2 0.05 (.4499, -.3004) (.4493, -.2942)
1 0.1 (-.0178, .5157) (.0304, .5030)
2 0.1 (.4487, -.3014) (.4472, -.2843)

2) Èññëåäóåì ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà îò-
ðåçêå, òî åñòü

∆max = max
0≤µ≤1

||ϕ(µ)− p(µ)||2,

ãäå ϕ(µ) - "òî÷íîå"ðåøåíèå, ïîëó÷åíîå ìåòîäîì rkf-45.

Òàáëèöà 3

p0N Øàã ∆max
Ï ∆max

ÍÏ
1 0.05 0.01246 0.01064
2 0.05 0.00158 0.00149
1 0.1 0.02382 0.02071
2 0.1 0.00311 0.00293

3) Ñäåëàåì îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé ê ïðàâîé ÷àñòè. Ïóñòü
h øàã ìåòîäà ïðîñòîãî ïðîäîëæåíèÿ, òîãäà íîâûé øàã

ĥ =
h√

(1 + fjfj)
.

Òàáëèöà 4

p0N Øàã Ï ÍÏ
1 0.01 (-.0027, .5018) (.0028, .5003)
2 0.01 (.4508, -.2999) (.4506, -.2977)
1 0.05 (-.0183, .5097) (.0090, .5031)
2 0.05 (.4503, -.3050) (.4493, -.2942)
1 0.1 (-.0239, .5157) (.0304, .5030)
2 0.1 (.4487, -.3014) (.4472, -.2843)
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Ïàðàìåòðèçàöèÿ äâèæåíèÿ ïî ýëëèïñó.
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà ïðîâåäåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ

Φ(p) = 0, ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå "äîñòàòî÷íî òî÷íî"èíòåãðèðîâàëàñü
ñèñòåìà

{
ẋ = f(x), x(t∗) = p0,

Ẋ = f ′x(x)X, X(t∗) = I,
(1.56)

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò "âíóòðåííåé ïðîáëåìå"[38].
Òåïåðü ïðîâåäåì ñðàâíåíèå íåïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû (1.56) ñ ïðå-

îáðàçîâàííîé ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷àñòü ñèñòåìû (1.56):

ẋ = f(x), x(t∗) = p0. (1.57)

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.57) çàäàåò äâèæåíèå â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáåðåì ñëåäóþùèå

T = 10.57, p0 = (2, 0.0, 0.451078,−0.299418). (1.58)

Çíà÷åíèå T ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó îáõîäó ýëëèïñà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå (0,0) íà ïëîñêîñòè x1x2 ñèñòå-

ìà (1.57) áóäåò èìåòü âûðîæäåííûé õàðàêòåð. Áîëåå àêêóðàòíîå èññëåäî-
âàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà îòðåçêå [8,9] èìååì ïîäîáèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó
äîëæíî äàòü õîðîøèå ðåçóëüòàòû.

Äàëåå ñðàâíèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà,
ïðåîáðàçîâàííîãî è íå ïðåîáðàçîâàííîãî (ñì. òàáë. 5).

Ñîêðàùåíèÿ:
Ý - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà,
ÍÏ - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà, ïðåîáðàçîâàííîãî ê íàèëó÷øåìó

àðãóìåíòó,
∆x = max{|∆x1(T )|, |∆x2(T )|} - îòêëîíåíèå îò ècêîìîãî ðåøåíèÿ íà

ïîñëåäíåì øàãå,
∆v = max{|∆x3(T )|, |∆x4(T )|} - îòêëîíåíèå îò ècêîìîãî ðåøåíèÿ íà

ïîñëåäíåì øàãå,
∆maxx = max

0≤t≤T
{|∆x1(t)|, |∆x2(t)|} - ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ècêî-

ìîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå,
∆maxv = max

0≤t≤T
{|∆x3(t)|, |∆x4(t)|} - ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ècêî-

ìîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå.
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Òàáëèöà 5

Ìåòîä h ∆x ∆v ∆maxx ∆maxv Êîëè÷åñòâî
øàãîâ

ÍÏ 0.01 .116 .079 .117 .616 1932
ÍÏ 0.005 .057 .040 .058 .331 3885
ÍÏ 0.001 .012 .008 .012 .068 19506
Ý 0.01 1.49 .660 1.49 .754 1057
Ý 0.005 .878 .492 .878 .522 2114
Ý 0.001 .200 .153 .200 .153 10570

Ïðèìåð 5.
à) Ðàññìàòðèâàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [47, 12]

εẍ(t)− ẋ(t) = − exp(t),

x(0) = 0, ẋ(1) = β t ∈ [0, 1],

ãäå β ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ x(1) = 0. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæåí íà
ðèñ.1.6.

Ðèñ. 1.6.

Ñðàâíåíèå íà÷àëüíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à èíòåãðèðîâàëàñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè

εẍ(t)− ẋ(t) = − exp(t),

x(1) = p, ẋ(1) = β t ∈ [0, 1], ε = 0.05.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû. Èñïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ:
ÍÏ - çàäà÷à, ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó è èñïîëüçóþ-

ùàÿ ìåòîä Ýéëåðà,
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Ý - íå ïðåîáðàçîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà,
h - øàã âäîëü îñè t èëè âäîëü êðèâîé,
∆ - ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà.

Òàáëèöà 6

Ìåòîä h ∆ Êîëè÷åñòâî
øàãîâ

ÍÏ 0.1 0.053 373
ÍÏ 0.05 0.030 743
ÍÏ 0.01 0.0063 3711
ÍÏ 0.001 0.000631 37095
Ý 0.01 1.45 100
Ý 0.001 0.134 1000
Ý 0.0001 0.0133 10000
Ý 0.00001 0.00133 100000

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ñì. íà ðèñ. 1.7.

Ðèñ. 1.7.

Êðàåâàÿ çàäà÷à.
Íà÷àëüíûå çàäà÷è èíòåãðèðîâàëèñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

p0 = 1 � ïåðâîå ïðèáëèæåíèå,
plast = 0 � òî÷íîå çíà÷åíèå,
his � "âíóòðåííèé"øàã, ñ êîòîðûì èíòåãðèðîâàëàñü çàäà÷à Êîøè.
h � "âíåøíèé"øàã, ñ êîòîðûì èíòåãðèðîâàëàñü çàäà÷à (1.33) èëè òà æå
çàäà÷à, íî ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.



38

Òàáëèöà 7
Ìåòîä h(his) ∆ Êîëè÷åñòâî
âíåø. øàãîâ
(âíóòð.)
ÍÏ(ÍÏ) 0.1(0.1) .0522 14
ÍÏ(ÍÏ) 0.05(0.1) .0522 28
ÍÏ(ÍÏ) 0.1(0.01) .0522 15
ÍÏ(ÍÏ) 0.05(0.01) .022 29
Ý(Ý) 0.1(0.1) 1.89 10
Ý(Ý) 0.1(0.01) 0.008 10
Ý(Ý) 0.01(0.01) 0.008 100
Ý(Ý) 0.1(0.001) 0.0008 10
Ý(ÍÏ) 0.1(0.1) 0.08 10
Ý(ÍÏ) 0.1(0.01) 0.006 10
Ý(ÍÏ) 0.01(0.01) 0.006 100
Ý(ÍÏ) 0.1(0.001) 0.0008 10

á)Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à [10]

εẍ + (1 + t)x = 2.5(1 + t),

x(0) = −1, t ∈ [0, 1], ε = 0.003125.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Èñ-
ïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ:

ÍÏ - çàäà÷à, ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó è èñïîëüçóþ-
ùàÿ ìåòîä Ýéëåðà,

Ý - íåïðåîáðàçîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà,
h - øàã âäîëü îñè t èëè âäîëü êðèâîé,
∆x(1) - îøèáêà íà ïîñëåäíåì øàãå,
∆ - ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà.
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Òàáëèöà 8
Ìåòîä h ∆x(1) ∆ Êîëè÷åñòâî

øàãîâ
ÍÏ 0.2 0.099 0.127 256
ÍÏ 0.05 0.025 0.029 294
ÍÏ 0.01 0.0047 0.0053 586
ÍÏ 0.005 0.0019 0.0025 935
Ý 0.005 - - ðàñõ.
Ý 0.004 0 1.950 250
Ý 0.002 0 0.584 500
Ý 0.001 0 0.239 1000
Ý 0.0001 0 0.020 10000

Ïðèìåð 6.
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

g′′(u) = ug(u)q/q, q < 0 (1.59)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

g′(0) = 0, (1.60)
lim

u→1−0
g(u) = 0, (1.61)

lim
u→1−0

(1− u)g′(u) = 0. (1.62)

Íàñ èíòåðåñóåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.
Óñëîâèå (1.62) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ðîñò |g′(u)|, è ïðè ÷èñëåííîì

èíòåãðèðîâàíèè íå êîíñòðóêòèâíî.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó





x′1 = txq
2/q,

x′2 = x1,

x1(0) = 0,

x2(0) = p,

(1.63)

ãäå x1 = g′, x2 = g, u = t. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì p = p0

ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è. Ðåøåíèå
x2 > 0, ñëåäîâàòåëüíî p0 > 0. Âîçìóùåííûé ïàðàìåòð p0 + δ ( δ > 0 ),
êàê âèäíî èç ñèñòåìû (1.63), ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ýéëåðà
äîñòàâëÿåò ìåíüøèé ðîñò ïðîèçâîäíîé x1 = g′. Ïðè âûáîðå p0− δ ïðîöåññ
ðåøåíèÿ áóäåò ñâÿçàí ñ áûñòðûì ðîñòîì ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(1.63). Ïîýòîìó, íåîáõîäèìî íà÷èíàòü ïîèñê ïàðàìåòðà ñ p > p0.
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Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p èçâåñòåí. Ñðàâíèì ïðåîáðàçîâàííóþ è íåïðåîá-

ðàçîâàííóþ çàäà÷ó. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè èñïîëüçóåì ìåòîä Ýéëåðà.
Äëÿ q = −5 èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå

g(u) = 10−1/6(1− u3)1/3. (1.64)

Îòñþäà, g(0) = 10−1/6. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðîâàíèå âåëîñü äî òåõ ïîð,
ïîêà òåêóùåå âðåìÿ áûëî ≤ 1− 0.001.

Ñîêðàùåíèÿ:
Ý - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà,
ÍÏ - ðåçóëüòàò äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà, ïðåîáðàçîâàííîãî ê íàèëó÷øåìó

àðãóìåíòó,
∆maxg

′ = max
0≤t≤T

|x1(t)−g′(t)| - ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ïðîèçâîäíîé
ècêîìîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå,

∆maxg = max
0≤t≤T

|x2(t) − g(t)| - ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ècêîìîãî
ðåøåíèÿ íà îòðåçêå,

Òàáëèöà 9

Ìåòîä h tlast ∆maxg ∆maxg
′ Êîëè÷åñòâî

øàãîâ
ÍÏ .001 .999 .008 5.146 28049
ÍÏ .0005 .999 .006 4.84 76000
Ý 0.0005 .999 .026 12.962 1998
Ý 0.0001 .999 .010 7.16 9990
Ý 0.00005 .999 .018 16.28 19980
Ý 0.00001 .999 .027 29.95 99900

Ïðèìåð 7. Íàõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû Ýêâåéëåðà
(Eckweiler):

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + sin(x2)
(1.65)

Íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå öèêëû äàííîé ñèñòåìû. Ïî-
èñê öèêëà íàêëàäûâàåò íà ñèñòåìó îïðåäåëåííûå ñâÿçè.

ßñíî, ÷òî äëÿ çàìêíóòîñòè ôàçîâîé êðèâîé ñèñòåìû (1.65) íåîáõîäèìî
ñîâïàäåíèå òî÷åê íà÷àëà äâèæåíèÿ (èíòåãðèðîâàíèÿ) è îñòàíîâêè. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèå x1(0) = x4(0), x1(T ) = x4(T ) äëÿ x1, è x2(0) =

0, x2(T ) = 0 äëÿ x2. Â ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçè âõîäèò íåèçâåñòíûé ïåðèîä T =
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x3 è êîíñòàíòà x4. Ó÷èòûâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó
(1.65) â âèäå





ẋ1 = x3x2,

ẋ2 = x3(−x1 + sin(x2)),

ẋ3 = 0,

ẋ4 = 0,

x1(0) = x4(0), x2(0) = 0, x1(1) = x4(1), x2(1) = 0.

(1.66)

×èñëåííîå ðåøåíèå.
Ïîêàæåì êàê ôîðìèðóåòñÿ ìàòðèöà ∂Φ

∂p
. Ïàðàìåòðèçóåì íåèçâåñòíûå

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xi(0) = pi (i = 1, 3, 4). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä




x1(0)− x4(0) = 0,

x1(1)− x4(1) = 0,

x2(1) = 0,

(1.67)

è, ñëåäîâàòåëüíî, i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû ∂Φ
∂p

èìååò âèä

∂Φ

∂pi

=




∂x1(0)
∂pi

− ∂x4(0)
∂pi

∂x1(1)
∂pi

− ∂x4(1)
∂pi

∂x2(1)
∂pi


 . (1.68)

Ðåçóëüòàòû.
Äëÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ p0 = [2., 2π, 2] òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ ïðåä-

ñòàâëåíà íèæå (òàáë. 10).
Òàáëèöà 10

Ìåòîä Ðåçóëüòàò Êîë-âî Ïðèðàùåíèå
øàãîâ ïàðàìåòðà

ÍÏ 3.9924, 6.4679, 3.9924 30 0.1
Ï 3.9716, 6.4647, 3.9716 10 0.1
rkf4(5) 3.9655, 6.4661, 3.9655 - -
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Ïðèìåð 8. Íàõîæäåíèå ïåðèîäà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ñèñòåìå Âàí-
äåð-Ïîëÿ:

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −λ(x2
1 − 1)x2 − x1,

(1.69)

äëÿ λ = 10, 2.7721992263175, 0.95893843253661.
Ôîðìóëèðîâêà äàííîé ïðîáëåìû êàê êðàåâîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ àíà-

ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Òåïåðü, îäíàêî, òðåáóåòñÿ íàéòè íåèç-
âåñòíûé ïåðèîä äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé λ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä




ẋ1 = x2,

ẋ2 = −λ(x2
1 − 1)x2 − x1,

x1(0) = x4(0), x2(0) = 0, x1(1) = x4(1), x2(1) = 0.

(1.70)

×èñëåííîå ðåøåíèå.
Âèä êðàåâûõ óñëîâèé è ìàòðèöû ∂Φ

∂p
àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùèì ýëå-

ìåíòàì èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Ðåçóëüòàòû.
Äëÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ p0 = [1.5, 7, 1.5] è λ := 2.7721992263175

òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåíà íèæå.
Òàáëèöà 11

Ìåòîä Ðåçóëüòàò Êîë-âî Ïðèðàùåíèå
øàãîâ ïàðàìåòðà

ÍÏ 2.0023, 8.4634, 2.0023 19 0.1
Ï 2.0206, 8.5148, 2.0206 10 0.1
rkf4(5) 2.0228, 8.5661, 2.0228 - -

Ïðèìåð 9. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóñòü ïî ïðÿìîé äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Çàäà÷à

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàèñêîðåéøèì îáðàçîì îñòàíîâèòü äâèæåíèå ýòîé
òî÷êè â çàäàííîì ìåñòå ïðÿìîé, êîòîðîå ìû ïðèìåì çà íà÷àëî êîîðäèíàò,
ïðèìåíåíèåì ê íåé ñèëû îãðàíè÷åííîé ïî ìîäóëþ [30, 29].
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Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.
Â îáùåì âèäå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòàâèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x(t), u(t), t) (1.71)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0.
Êðîìå íåèçâåñòíîé âåêòîð ôóíêöèè x(t), ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò åùå òàê

íàçûâàåìóþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (èëè âåêòîð ôóíêöèþ) u(t). Óïðàâ-
ëÿþùóþ ôóíêöèþ íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû çàäàííûé ôóíêöèîíàë

L =

∫ t1

t0

f 0(x(t), u(t))dt (1.72)

äîñòèãàë ýêñòðåìóìà.
Ôóíêöèÿ u(t), äàþùàÿ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ îï-

òèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.
Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì

ôóíêöèîíàëà L ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè (1.71). Îäíàêî, â ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíûå ôóíêöèè ÷àñòî ëåæàò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâ
äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. È òåîðèÿ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì, ïðåäïîëàãàâøàÿ âîçìîæíîñòü äâóñòîðîííèõ âàðèàöèé, íåïðèìåíè-
ìà.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáû÷íî ïðèìå-
íÿþò äðóãèå ìåòîäû.

Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ - ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

x̃ = (x0, x1, ..., xn) ∈ Rn, ψ̃ = (ψ0, ψ1, ..., ψn)

Ââåäåì ôóíêöèþ
K(x̃, ψ̃, u) = ψαfα(x̃, u),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî α = 0, 1, ..., n.

Òåîðåìà 1.4 [29] Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋi =
∂K(x̃, ψ̃, u)

∂ψi

, (1.73)

ψ̇i = −∂K(x̃, ψ̃, u)

∂xi
. (1.74)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.73), (1.74) ñîäåðæèò 2(n + 1) óðàâíåíèé. Îíà
íåïîëíà òàê êàê íàðÿäó ñ 2(n + 1) íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè xi, ψi

i = 1, 2, ...n ñîäåðæèò åùå íåèçâåñòíóþ òî÷êó u ∈ Ω. Ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (1.73) ñîäåðæèò ñèñòåìó (1.71) óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà, à òàê æå
îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà L (ñì. (1.72)). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî ÷òî-
áû óïðàâëåíèå áûëî îïòèìàëüíûì ïðè çàäàííîì ôóíêöèîíàëå L, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåíóëåâàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ψ̃(t), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.73),(1.74), è, êðîìå òîãî, ÷òîáû äëÿ
ëþáîãî t èç îòðåçêà t0 ≤ t ≤ t1, è äëÿ ëþáîé òî÷êè v ∈ Ω âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî

K(x̃, ψ̃, u) ≥ K(x̃, ψ̃, v). (1.75)

Ñâåäåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è ê êðàåâîé.
Ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

ẍ = u, T → min , |u| ≤ 1,

x(0) = x0, ẋ(0) = x
′
0, x(T ) = 0, ẋ(T ) = 0. (1.76)

Äëÿ äàííîé çàäà÷è óñëîâèå T → min îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî èñêàòü
ýêñòðåìóì ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà

L =

∫ T

0

1dt =

∫ T

0

f 0(x, u)dt (1.77)

è, ñëåäîâàòåëüíî, f 0(x, u) ≡ 1.
Â ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåìà (1.76) ïåðåïèøåòñÿ òàê

{
ẋ1 = x2, x1(0) = x1

0, x1(T ) = 0,

ẋ2 = u, x2(0) = x2
0, x2(T ) = 0.

(1.78)

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ K

K(x̃, ψ̃, u) = ψ0 + ψαfα(x, u), α = 1, 2 , (1.79)

ãäå f 1 = x2, f 2 = u è f 0 ≡ 1. Ïîëîæèì

H(x, ψ, u) = ψαfα(x, u), α = 1, 2. (1.80)

Ôóíêöèþ K ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç H:

K = ψ0 + H.
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Óñëîâèå ìàêñèìóìà (1.75) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(x, ψ, v) ≤ H(x, ψ, u). (1.81)

Ïîíÿòíî, ÷òî âìåñòî K äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü H. Ïðèõîäèì ê îñíîâ-
íîìó ðåçóëüòàòó. Ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋi =
∂H

∂ψi

, (1.82)

ψ̇i = −∂H

∂xi

c óñëîâèåì (1.81), ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç ñèñòåìû (1.76) è íåíóëåâîé
ôóíêöèåé ψ(t), ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.76). Ôóíêöèÿ H äëÿ
íàøåé çàäà÷è åñòü

H = ψ1x
2 + ψ2u.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ìàêñèìóìà äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè u

ψ2u = max
u

ψ2u. (1.83)

Èç ðàâåíñòâà (1.83) ïîëó÷àåì

u(t) = signψ2. (1.84)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ x3 = ψ1 è x4 = ψ2. Òîãäà çàäà÷à (1.76) (èëè (1.82))
çàïèøåòñÿ êàê





ẋ1 = x2,

ẋ2 = signx4,

ẋ3 = 0,

ẋ4 = −x3,

x1(0) = x1
0, x1(T ) = 0, x2(0) = x2

0,

x2(T ) = 0, (x3(T ))2 + (x4(T ))2 = 1.

(1.85)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.85) åå íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê íàä-
ëåæàùåìó âèäó [38]. Ââåäåì íåèçâåñòíîå âðåìÿ îñòàíîâêè x5 = T . Çàìå-
òèì, ÷òî íå âñå ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.85) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
Ýòî ïðîäèêòîâàíî âèäîì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U0 = {u :

|u| ≤ 1}. Ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà U0 ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:
Uµ = {u2

1/µ + u2
2 ≤ 1} - ÷åì ìåíüøå µ, òåì áîëüøå ìíîæåñòâî Uµ ïîõî-

æå íà ìíîæåñòâî U0. Èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì



46

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (òåïåðü äëÿ íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàíû
íèæíèå èíäåêñû)





ẋ1 = x5(x2 + µx3√
µx2

3+x2
4

),

ẋ2 = x5
x4√

µx2
3+x2

4

,

ẋ3 = 0,

ẋ4 = −x5x3,

ẋ5 = 0,

x1(0) = x10, x1(1) = 0, x2(0) = x20,

x2(1) = 0, x2
3(1) + x2

4(1) = 1.

(1.86)

×èñëåííîå ðåøåíèå.
Äëÿ ðàáîòû ìåòîäîâ ïðîñòîãî è íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà íåîáõîäèìî íà-

õîæäåíèå ìàòðèöû Φ
′
(p). Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ýòîé ìàòðè-

öû.
Ìåòîä ïðèñòðåëêè òðåáóåò ââåäåíèÿ ïÿòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ p1, p2, ..., p5, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé èç
(1.86), ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé xi(0) = pi, i = 1, 2, .., 5.
Â ïàðàìåòðàõ p1, p2 ñèñòåìà íå íóæäàåòñÿ, òàê êàê x1(0) è x2(0) îïðåäå-
ëåíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî Φ

′
(p) èìååò ðàçìåðíîñòü 3× 3.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Φ(p) = 0 äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.86):





x1(1) = 0,

x2(1) = 0,

x2
3(1) + x2

4(1)− 1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû Φ
′
(p) èìååò âèä

∂Φ(p)

∂pi

=




X1,i(1)

X2,i(1)

2x3(1)X3,i(1) + 2x4(1)X4,i(1)


 , (1.87)

ãäå Xi,j(t) = ∂xi(t,p)
∂pj

.

Ðåçóëüòàòû.
Äëÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà p0 = [−.4,−1.6, 4] òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ (òàáë.

12) ïðåäñòàâëåíà íèæå.
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Òàáëèöà 12

Ìåòîä Ðåçóëüòàò Êîëè÷åñòâî Ïðèðàùåíèå
øàãîâ ïàðàìåòðà

ÍÏ -.4390, -1.7544, 6.0966 28 0.1
ÍÏ -.4428, -1.7706, 6.0501 55 0.05
Ï -.4379, -1.7423, 6.0660 20 0.05
rkf4(5) -.4483, -1.7915, 5.9800 - -

Ïðèìåð 10.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó





γ̈(t) = 2[γ̇(0)(γ̇(0)− 1)− γ(0)],

γ(0) = α,

γ(1) = 0.

(1.88)

Ðåøàåì çàäà÷ó ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Ïîëîæèì íåäîñòàþùåå íà÷àëüíîå
óñëîâèå γ̇(0) = p. Ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

{
ẋ = y, x(0) = α,

ẏ = 2[p(p− 1)− α], y(0) = p,
(1.89)

ðåøåíèå êîòîðîé áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.88), åñëè

x(t, p)|t=1 = 0. (1.90)

Èç ýòîãî óñëîâèÿ îïðåäåëÿåì ïàðàìåòð p∗, äàþùèé ðåøåíèå çàäà÷è.
Ïîñòðîåíèå ÷àñòè êðèâîé p = p(µ), âåäóùåé îò òî÷êè p0 ê òî÷êå p∗,

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è

dp

dµ
= −

[
∂x(1, p)

∂p

]−1

x(1, p0),

p(µ)|µ=0 = p0.

(1.91)

Íåèçâåñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂x/∂p íàéäåì èç ñèñòåìû
{

Ẋ = Y, X(0) = 0,

Ẏ = 2[2p− 1], Y (0) = 1,
(1.92)

êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèé (1.89) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî p. Çäåñü
X = ∂x

∂p
è Y = ∂y

∂p
. Òàêèì îáðàçîì, ïîî÷åðåäíî ðåøàÿ (1.89),(1.92) è (1.91)

íàõîäèì p∗.



48

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû (1.91) íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òî÷-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.89) åñòü

x = α + p(t− t2) + (p2 − α)t2. (1.93)

Çàìåòèì, ÷òî x(1, p) = p2, à p∗ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ p2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî
ñèñòåìà (1.91) èìååò âèä

dp

dµ
= −p2

0

2p
,

p(0) = p0.

(1.94)

Ïðåîáðàçóåì ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ñèñòåìó (1.91)
dp

dλ
=

−p0√
(2p)2 + p4

0

, p(0) = p0,

dµ

dλ
=

1√
1 + (p2

0/(2p))2)
, µ(0) = 0.

(1.95)

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.94) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ýéëåðà ïîðîæäàåò ïðî-
öåññ

p(k+1) = p(k) − p2
0

2p(k)

∆µ,

µ(k+1) = µ(k) + ∆µ.

(1.96)

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.95) ïîðîæäàåò ïðîöåññ

p(k+1) = p(k) − p0√
(2p(k))2 + p4

0

∆µ, p(0) = p0,

µ(k+1) = µ(k) +
1√

1 + (p2
0/(2p(k)))2)

∆µ, µ(0) = 0.
(1.97)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîäõîäå ê ðåøåíèþ p∗ = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
(1.96) áóäåò íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàòü, çàòðóäíÿÿ ðåøåíèå, â îòëè÷èå îò
ñèñòåìû (1.97).

Ïðèìåð 11.
Ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíåðãèè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóð ïðè äåòîíàöèè òâåðäîãî âçðûâ÷àòîãî âåùåñòâà â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì [32]

d2θ

dt2
+

2

t

dθ

dt
+ α exp

θ

1 + θ/γ
= 0 (1.98)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
dθ(0)

dt
= 0, Nnuθ(1) +

dθ(1)

dt
= 0. (1.99)

Çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: α = 1, Nnu = 5,
γ = −1.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó [25].
Ìåòîä ñòðåëüáû òðåáóåò íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû





ẋ1 = x2, x1(0) = p,

ẋ2 = −2
t
x2 − α exp

(
x1

1+x1/γ

)
, x2(0) = 0,

ẋ3 = x4, x3(0) = 1,

ẋ2 = −2
t
x4 − α exp

(
x1

1+x1/γ

)
x3

(1+x1/γ)2
, x4(0) = 0.

(1.100)

Ôóíêöèÿ Φ(p) è åå ïðîèçâîäíàÿ Φ′(p) èìåþò âèä

Φ(p) = Nnux1(1, p) + x2(1, p), (1.101)
Φ′(p) = Nnux3(1, p) + x4(1, p). (1.102)

Íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü p èç óñëîâèÿ Φ(p) = 0. Òðóäíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì, íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëèòü ïðàâóþ
÷àñòü íåâîçìîæíî, ò.ê. èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0

0
ïðè âû÷èñëåíèè

ýëåìåíòà 2
t
x2(t)|t=0 (2

t
x4(t)|t=0). Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîé òðóäíîñòè èç-

ìåíÿëñÿ îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Áûëî ïðåäëîæåíî îòñòóïàòü âïðàâî îò
íóëÿ è ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íà îòðåçêå [ε, 1], ε > 0. Äðóãàÿ òðóäíîñòü
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ÷ëåíû âèäà exp

(
u

1+u/γ

)
. Ýòî

íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ x1(t) = θ(t), òàê êàê

lim
u→−γ+0

exp

(
u

1 + u/γ

)
= 0, (1.103)

lim
u→−γ−0

exp

(
u

1 + u/γ

)
= +∞. (1.104)

Ãðàôèê ïðàâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ, ïîñòðîåííûé ÷èñëåííî, ïîêàçàí íà ðèñ.
1.8.

Âèäíî, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (p∗, Φ(p∗)) êðèâîé ñ îñüþ àáñöèññ íàõî-
äèòñÿ ïðàâåå íóëÿ. Ïîýòîìó, çàäàâàÿñü ïðèáëèæåíèåì

x1(0) = θ(0) = p0 > 0 (1.105)

ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Íà ðèñ. 1.9 ïðèâåäåí ãðàôèê ðåøåíèÿ
çàäà÷è.
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Ðèñ. 1.8.

Ðèñ. 1.9.
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Ïðèìåð 12.
Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Âåéáåëîì [53] è Òð¼øåì [52], ïåðâî-

íà÷àëüíî áûëà ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì îáæàòèÿ ïëàçìåííîãî øíóðà äàâ-
ëåíèåì èçëó÷åíèÿ. Èç-çà æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé åå ðåøåíèå ïðèáëèæåííî
îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ. Òåì íå ìåíåå, ÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è âåñüìà òðóäîåìêî, òàê êàê äëÿ áîëüøèõ çíà-
÷åíèé n ðåøåíèå ñòàíîâèòüñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
çàäà÷à Òð¼øà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

d2y/dt2 = n sh(ny)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(0) = 0, y(1) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷ó [26].
Ìåòîä ñòðåëüáû òðåáóåò íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû





ẋ1 = x2, x1(0) = 0,

ẋ2 = n sh nx1, x2(0) = p,

ẋ3 = x4, x3(0) = 0,

ẋ4 = n2x3ch nx1, x4(0) = 1.

Ôóíêöèÿ Φ(p) è åå ïðîèçâîäíàÿ Φ′(p) èìåþò âèä

Φ(p) = x1(1, p)− 1,

Φ′(p) = x3(1, p).

Íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü p èç óñëîâèÿ Φ(p) = 0. Òðóäíîñòü ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì, ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî è ïðè
çíà÷åíèè àðãóìåíòà t∞ = (1/n) ln(8/ẏ(0)) ðåøåíèå çàäà÷è èìååò ïîëþñ.
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîé òðóäíîñòè äëÿ ìåòîäà ïðèñòðåëêè íåîáõîäè-
ìî âûáèðàòü íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
t∞ /∈ [0, 1]. Äëÿ ïàðàìåòðà n = 10 áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, êî-
òîðûå ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè [50]. Ãðà-
ôèê ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.10. Íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ - ðåçóëüòàòû
ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî íàèëó÷øóþ ïàðàìåòðè-
çàöèþ, îêðóæíîñòè - ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [50].



52

Ðèñ. 1.10.
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Ãëàâà 2

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåøåíèÿ â
òî÷êàõ áèôóðêàöèè

2.1. Ïîâåäåíèå êðèâîé â òî÷êå ïðîñòîé áè-
ôóðêàöèè

Â îáùåì ñëó÷àå êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé

F (x) = 0, (2.1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ F : Rn+1 → Rn è F ∈ C3(Rn+1).
Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðîñòîé áèôóðêàöèè

óðàâíåíèÿ (2.1), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) F (x0) = 0,

2) rank F ′(x0) = n− 1,

3) ãåññèàí ôóíêöèè v(α1, α2) = wT F (x0 + α1a1 + α2a2) â íà÷àëå êîîð-
äèíàò èìååò îäíî ïîëîæèòåëüíîå è îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå.

Çäåñü a1, a2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû ïðèíàäëåæàùèå N(F ′(x0)),
α1, α2 ∈ R, w ∈ N([F ′(x0)]

T ), ãäå N(·) � ïðîñòðàíñòâî íóëåé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îïåðàòîðà.

Â òî÷êå x0 âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå, ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà íóëåé îïåðàòîðà F ′(x0) áóäåò ðàâíà äâóì:

dim N(F ′(x0)) = 2.
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Ïóñòü âåêòîðû a1, a2 � îáðàçóþò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îðòîíîð-
ìèðóåì è òðàíñïîíèðóåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè ìàòðèöû F ′(x0).
Äëÿ ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ p1, p2, . . . , pn−1. Î÷åâèäíî,
÷òî ëþáîé âåêòîð x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = x0 + ρ1p1 + ... + ρn−1pn−1 + α1a1 + α2a2. (2.2)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè Fik , (ik ∈ {1, 2, ..., n}, k = 1, n− 1) êîìïîíåíòû
ãðàäèåíòîâ êîòîðûõ îáðàçóþò â òî÷êå x0 ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè
ìàòðèöû F ′(x0). Ââåäåì äëÿ ôóíêöèé Fik îáîçíà÷åíèÿ

Fik = Uk(x), k = 1, n− 1.

Ïóñòü íàéäåí íåíóëåâîé âåêòîð w òàêîé, ÷òî

wT F ′(x0) = 0T . (2.3)

Ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî âåêòîðà w ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè ñòðîê ìàòðèöû F ′(x0).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V ñëåäóþùèì îáðàçîì

V = wT F. (2.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè è èç ðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóåò, ÷òî

∂V

∂xi

(x0) = 0, i = 1, 2, . . . , n + 1. (2.5)

Ââåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Uk(x) = 0, k = 1, n− 1,

V (x) = 0.
(2.6)

Ëåììà 2.1 Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ýêâèâàëåíòíî íàõîæ-
äåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (2.6) ñîñòîèò èç êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè
(2.1) èëè èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ïîýòîìó âñÿêîå ðåøåíèå (2.1) áóäåò
ðåøåíèåì (2.6).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèñòåìó (2.6) áåç èçìåíåíèé âõîäèò n−1 óðàâíåíèå
ñèñòåìû (2.1), ò.å. Uk (k = 1, n− 1). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ V ïîëó÷àåòñÿ
êàê íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû (2.1). Åñëè â ðà-
âåíñòâå (2.4) êîýôôèöèåíò ïðè ôóíêöèè Fm ñèñòåìû (2.1), êîòîðàÿ íå âõî-
äèò â Uk (k = 1, n− 1), áûë áû ðàâåí íóëþ, òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
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V â òî÷êå x0 îêàçàëîñü áû, ÷òî ãðàäèåíòû Uk îáðàçóþò ñòðîêè ìàòðèöû
ßêîáè, êîòîðûå ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò àëãîðèòìó ïîñòðî-
åíèÿ ôóíêöèé Uk (k = 1, n− 1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí åäèíèöå. Ïóñòü x ðåøåíèå (2.6), ñëåäîâàòåëüíî
Uk(x) ≡ 0 (k = 1, n− 1) è V (x) = α1U1(x) + . . . + αn−1Un−1(x) + Fm(x) ≡ 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ôóíêöèè ñèñòåìû (2.1) ðàâíû íóëþ â òî÷êå x. ¤

Ëåììà 2.2 (Ìîðñà) Åñëè f : G → R � ôóíêöèÿ êëàññà C3(G;R), îïðå-
äåëåííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ Rm, à x0 � îñîáàÿ òî÷êà ýòîé
ôóíêöèè, â êîòîðîé ãåññèàí îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîé äèô-
ôåîìîðôèçì g : Z → X íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðî-
ñòðàíñòâà Rm íà îêðåñòíîñòü X òî÷êè x0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ Z

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(f ◦ g)(z) = f(x0)− [(z1)
2 + ... + (zk)

2] + [(zk+1)
2 + ... + (zm)2]. (2.7)

Çäåñü f ◦ g � îáîçíà÷àåò êîìïîçèöèþ äâóõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñì. [13]. ¤
Çàìå÷àíèå 1. Êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-

ìûõ â (2.7) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 2.1 (Êðàíäàëëà-Ðàáèíîâè÷à [40]) Ïóñòü x0 òî÷êà ïðî-
ñòîé áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ (2.1), òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
x0 ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ãëàäêèìè
êðèâûìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x0 ïîä íåíóëåâûì óãëîì.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, îòëè÷íîå îò ïîëó÷åííîãî â [40].
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì (2.2) è ïåðåéäåì â óðàâ-
íåíèÿõ (2.6) ê íîâûì ïåðåìåííûì

U(ρ, α) = 0, V (ρ, α) = 0. (2.8)

Çäåñü (ρ, α) = (ρ1, ..., ρn−1, α1, α2) ∈ Rn+1. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
U ′

ρ(0) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ = ρ(α).
Ïîäñòàâëÿÿ åå â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.8), ïîëó÷àåì

V (α) = V (ρ(α), α) = 0. (2.9)

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòîé áè-
ôóðêàöèè x0 óðàâíåíèÿ (2.1) ñâåëîñü ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
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(2.9) â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè V (α) è èç òîãî
ôàêòà, ÷òî x0 òî÷êà ïðîñòîé áèôóðêàöèè ñëåäóåò, ÷òî V (0) = 0, V ′(0) = 0

è, â ñèëó òðåòüåãî òðåáîâàíèÿ ê òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè, ãåññèàí èìååò
îäíî ïîëîæèòåëüíîå è îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Êðîìå
òîãî, ãåññèàí â íà÷àëå êîîðäèíàò îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó èç ëåììû
Ìîðñà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ äèôôåîìîðôèçì g, òàêîé ÷òî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(V ◦ g)(z) = z2
1 − z2

2 .

Òàê êàê g äèôôåîìîðôèçì, òî â ïëîñêîñòè (α1, α2) ïîëó÷àåì äâå ãëàä-
êèå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì, êðèâûå. Ïåðåìåííûå x ëè-
íåéíî çàâèñÿò îò (ρ, α), ãäå ρ = ρ(α) ãëàäêèå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. ¤

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå (2.9) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ
Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [4, 43]. Ïåðåõîä îò èçó÷åíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è
ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà [43].

Ñëåäñòâèå 2.1 Â òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè x0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ

ρ̇i(0) = 0, i = 1, n− 1, (2.10)
aT

1 V ′′
0 a1α̇

2
1(0) + 2aT

1 V ′′
0 a2α̇1(0)α̇2(0) + aT

2 V ′′
0 a2α̇

2
2(0) = 0. (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåì ðàçëîæåíèå (2.2) â îêðåñòíîñòè x0. Ïóñòü ρi è
αj ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F ′(x0)ẋ(λ)|λ=0 = 0, (· = d

dλ
)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó U ′(x0)ẋ(λ)|λ=0 = 0.
Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (2.2), åãî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

U ′(x0)(P ρ̇(0) + Aα̇(0)) = 0. (2.12)

Çäåñü ñòîëáöû ìàòðèöû P îáðàçîâàíû èç âåêòîðîâ pi (i = 1, n− 1),
ñòîëáöû ìàòðèöû A � èç âåêòîðîâ ai (i = 1, 2), ρ̇(0) � âåêòîð-ñòîëáåö ñî-
ñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ρ̇i(0) (i = 1, n− 1), α̇(0) � âåêòîð-ñòîëáåö
ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ α̇i(0) (i = 1, 2). Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Ω−1 ïðè óìíîæåíèè ñëåâà íà ìàòðèöó U ′ îðòîíîð-
ìèðóåò åå ñòðîêè. Òîãäà óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.12)
íà ìàòðèöó Ω−1 ïîëó÷àåì

P T P ρ̇(0) + P T Aα̇(0) = 0.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì

Ω−1U ′(x0) = P T , (2.13)

êîòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ pi (i = 1, n− 1). Âåêòîðû pi (i =

1, n− 1) � îðòîíîðìèðîâàííû è îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîå
âåêòîðàì ai (i = 1, 2), ïîýòîìó

P T A = 0 (2.14)

è ïîëó÷àåì, ÷òî ρ̇i(0) = 0, i = 1, n− 1.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ V (α) â íà÷àëå êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

V (α1, α2) =
1

2
(V 0

,11(α1)
2 + 2V 0

,12(α1α2) + V 0
,22(α2)

2) + o(‖α‖2). (2.15)

Çäåñü V 0
,ij = ∂2V

∂αi∂αj
(x0). Ïðèìåì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàçëîæåíèå

α(λ) = α̇(0)λ + o(λ). (2.16)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (2.16) â (2.15) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ðåøåíèÿõ
(2.1) V (α) ≡ 0, ïîëó÷àåì

1

2
(V 0

,11(α̇1(0))2 + 2V 0
,12(α̇1(0))(α̇2(0)) + V 0

,22(α̇2(0))2)λ2 + o(λ2) = 0. (2.17)

Åñëè ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàçäåëèòü íà λ2 è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè
λ → 0, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.11). ¤

2.3. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïðîäîëæåíèÿ â
òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè

Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) çàäàåò äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ êðèâóþ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñîäåðæèò îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã ìàòðèöû
ßêîáè ðàâåí n− 1, ò.å. rank J0 = n− 1. Ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê âåòâëåíèþ
ïëîñêîé êðèâîé.

Ïîýòîìó àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ âåòâåé ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ:

1) íàõîæäåíèå ïëîñêîñòè â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå,

2) ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â îñîáîé òî÷êå, ëåæàùåé â ïëîñ-
êîñòè âåòâëåíèÿ,
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3) ïîèñê òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ.

1. Íàõîæäåíèå ïëîñêîñòè â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå.
Äàííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ âåêòîðîâ a1, a2, íà êîòîðûå

íàòÿíóòà ïëîñêîñòü Π(a1, a2, x0), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x0. Ýòè âåêòîðû ìîæ-
íî íàéòè èç óñëîâèÿ

J0ak = 0, k = 1, 2. (2.18)

Çäåñü J0 =

(
∂Fi
∂xj

)
(x0) � ìàòðèöà ßêîáè (i = 1, n, j = 1, n + 1), x0 �

îñîáàÿ òî÷êà. Ðåøèòü (2.18) ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì [15]. Äîïîëíèì J0

íóëåâîé ñòðîêîé, è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñèì-
âîëîì A. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì

AT = QR, (2.19)

ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïî-
ýòîìó R èìååò âèä:

R =

(
R1

O

)
.

Çäåñü R1 � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n−1)× (n+1), O � íóëåâàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè 2× (n+1). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.19) è ðàâåíñòâî Q−1 =

QT , ïîëó÷àåì

AQ = (AQ1|AQ2) = RT = (RT
1 |OT ).

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ìàòðèöó Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
äâóõ áëî÷íûõ ìàòðèö: Q1 ðàçìåðíîñòè (n + 1)× (n− 1) è Q2 ðàçìåðíîñòè
(n + 1) × 2 Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà âíóòðè ñêîáîê ðàçäåëÿåò áëîêè ìàòðè-
öû. Ìàòðèöà Q2 ñîäåðæèò ïîñëåäíèå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû Q, êîòîðûå è
ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè âåêòîðàìè a1, a2.

2. Ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â îñîáîé òî÷êå.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðû a1, a2 îðòîíîðìèðîâàíû. Ìíîæåñòâî òî-

÷åê, îáðàçóþùèõ â ïëîñêîñòè Π(a1, a2, x0) îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε ñ öåí-
òðîì â òî÷êå x0, ìîæåò áûòü çàäàíî ðàâåíñòâîì

x = x0 + ε(a1 cos ϕ + a2 sin ϕ), 0 ≤ ϕ < 2π.

3. Ïðåäèêòîð äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ îêðóæíîñòüþ.
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ, åñëè èçâåñòíû âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ìîæíî äîñòàòî÷íî
òî÷íî äàòü ïðîãíîç ìåñòîïîëîæåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé è îêðóæ-
íîñòè, èëè ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î õàðàêòåðå âåòâëåíèÿ. Ïóñòü íàéäåí íåíó-
ëåâîé âåêòîð w òàêîé, ÷òî wT J0 = 0T . Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà w ýêâèâà-
ëåíòíî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê J0.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V ñîîòíîøåíèåì (2.4). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (2.5).

Èíôîðìàöèþ î âåòâëåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç óðàâíåíèé òèïà
(2.11)

V 0
,11(α

′
1)

2 + 2V 0
,12(α

′
1)(α

′
2) + V 0

,22(α
′
2)

2 = 0, D = V 0
,11V

0
,22 − (V 0

,12)
2. (2.20)

Òàê êàê èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå (2.2), òî

V 0
,ij =

∂2V

∂αi∂αj

(x0) = aT
i H(x0)aj (i, j = 1, 2), (2.21)

ãäå H(x0) � ìàòðèöà Ãåññå (ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ) ôóíêöèè V â
òî÷êå x0.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè

1) D>0. Â ýòîì ñëó÷àå x0 èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Äëÿ ïðîäîëæå-
íèÿ ðåøåíèÿ ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò.

2) D<0. Ïóñòü V 0
,22 6= 0, òîãäà óãîë ϕ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ìîæíî

îïðåäåëèòü, ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

V 0
,11 + 2V 0

,12 tg ϕ + V 0
,22(tg ϕ)2 = 0. (2.22)

Èíûìè ñëîâàìè, â îñîáîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ äâå âåòâè ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) è âäîëü êàæäîé âåòâè ðåøåíèå ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíî.

3) D=0 � óðàâíåíèå (2.22) èìååò êðàòíûé êîðåíü. Çäåñü îñîáàÿ òî÷êà
ìîæåò îêàçàòüñÿ òî÷êîé ñîïðèêîñíîâåíèÿ äâóõ âåòâåé ðåøåíèÿ èëè
òî÷êîé âîçâðàòà. Íåîáõîäèì áîëåå òîíêèé àíàëèç.

2.4. Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ â òî÷êå ïðîñòîãî
âîçâðàòà

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) àíàëèòè÷íà â òî÷êå x0.
Îïðåäåëåíèå 2.Òî÷êó x0 íàçîâåì òî÷êîé ïðîñòîãî âîçâðàòà (îñòðèÿ)

óðàâíåíèÿ (2.1), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) F (x0) = 0.

2) rankF ′(x0) = n− 1.

3) Óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ V (α1, α2) = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåí-
íîé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ èìååò âèä

V (α1, α2) = Lα2
1 +

∑

k+s≥3

Mk,sα
k
1α

s
2 = 0, (2.23)

ãäå L,Mk,s ∈ R, L ·M0,3 6= 0.

Çàìå÷àíèå 3. Â òî÷êå âîçâðàòà äâå ãëàäêèå êðèâûå çàêàí÷èâàþòñÿ
òàê, ÷òî èõ êàñàòåëüíûå ñîâïàäàþò [35].

Òåîðåìà 2.1 Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðîñòîãî âîçâðàòà óðàâíåíèÿ
(2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) F (x0) = 0.

2) rankF ′(x0) = n− 1.

3) Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè V (α) èìååò îäíî íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå 2L.

4) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n−1∑
i=1

V ′′
ρiα̃2

(0)R22
i +

1

3!
V ′′′

α̃3
2
(0) = M0,3 6= 0. (2.24)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû R22
i îïðåäåëåíû ðàçëîæåíèåì ρi â íóëå

ρi = R11
i α̃2

1 + 2R12
i α̃1α̃2 + R22

i α̃2
2 + o(α̃k

1α̃
s
2), k + s = 2; (2.25)

α = Hα̃, (2.26)

ãäå H � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé åñòü îðòîíîðìèðîâàííûå ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè V (α). Êðîìå òîãî, â
ïåðâîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 2L.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Â ðàçëîæåíèè ρi ïî ñòåïåíÿì α îòñóòñòâóþò ëèíåé-

íûå ÷ëåíû, ïîýòîìó âîçìîæíîå ðàçëîæåíèå ïðèíèìàåò âèä (2.25). Îáî-
çíà÷èì ôóíêöèþ V (ρ(Hα̃), Hα̃) êàê V (ρ(α̃), α̃). Ðàçëîæèì åå â ðÿä ïî
ïåðåìåííûì α̃

V (ρ(α̃), α̃) = Lα̃2
1 +

n−1∑
i=1

(V ′′
ρiα̃2

(0)ρiα̃2 + V ′′
ρiα̃1

(0)ρiα̃1)+

+
1

3!
V ′′′

α̃3
1
(0)α̃3

1 +
1

3!
V ′′′

α̃3
2
(0)α̃3

2+

+
1

2
V ′′′

α̃2
1α̃2

(0)α̃2
1α̃2 +

1

2
V ′′′

α̃1α̃2
2
(0)α̃1α̃

2
2 + o(α̃k

1α̃
s
2), k + s = 3. (2.27)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.25) â (2.27) è ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ÷ëåíàõ α̃k

1α̃
m
2

V (ρ(α̃), α̃) = Lα̃2
1 + (

n−1∑
i=1

V ′′
ρiα̃1

(0)R11
i +

1

3!
V ′′′

α̃3
1
(0))α̃3

1+

(
n−1∑
i=1

(V ′′
ρiα̃2

(0)R11
i + 2V ′′

ρiα̃1
(0)R12

i ) +
1

2
V ′′′

α̃2
1α̃2

(0))α̃2
1α̃2+

(
n−1∑
i=1

(2V ′′
ρiα̃2

(0)R12
i + V ′′

ρiα̃1
(0)R22

i ) +
1

2
V ′′′

α̃1α̃2
2
(0))α̃1α̃

2
2+

(
n−1∑
i=1

V ′′
ρiα̃2

(0)R22
i +

1

3!
V ′′′

α̃3
2
(0))α̃3

2 + o(α̃k
1α̃

s
2), k + s = 3.

Íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå âèäà (2.23). Ïîýòîìó êîýôôè-
öèåíò M0,3 ïðè ÷ëåíå α̃3

2 äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïðîñòîãî âîç-

âðàòà ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè äâóìÿ óñëîâèÿìè òåîðåìû. Èç òðåòüåãî æå
óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ è ñîîòíîøåíèé (2.23) ñðàçó ñëåäóþò òðåòüå è ÷åò-
âåðòîå óñëîâèÿ òåîðåìû. ¤

Õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî îñòðèÿ èëè òî÷êè âîçâðàòà � íàðóøåíèå ãëàä-
êîñòè êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé ïàðàìåòðîì, âûðàæàþùèì äëèíó äóãè.
Ïîýòîìó ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà âàðèàíòàõ ìåòîäà Íüþ-
òîíà, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäóò ðàñõîäèòüñÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî òå æå
ìåòîäû, áåç ìîäèôèêàöèé, ïî÷òè âñåãäà ñõîäÿòñÿ â ñëó÷àå ïðîñòîé òî÷êè
áèôóðêàöèè (ò. å. òî÷êè, â êîòîðîé íå âûðîæäåíà ìàòðèöà Ãåññå). Ýòî
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì êîíóñà ñõîäèìîñòè äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà ñ öåí-
òðîì â òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè [45]. Â ñëó÷àå òî÷êè âîçâðàòà ýòî íå
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òàê. Â ñòàòüå [51] ïðåäñòàâëåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-
òèê ðåøåíèÿ â òîì ÷èñëå è â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà, îñíîâàííûé íà
ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà.
1. Èäåíòèôèêàöèÿ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè âîçâðàòà íåîáõîäèìà àïðèîðíàÿ òåñòîâàÿ

ôóíêöèÿ. Àïðèîðíîñòü òåñòîâîé ôóíêöèè ïîíèìàåòñÿ êàê âîçìîæíîñòü
èäåíòèôèêàöèè îñîáîé òî÷êè äî å¼ ïðîõîæäåíèÿ. Ïîýòîìó òåñòîâàÿ
ôóíêöèÿ, îñíîâûâàþùàÿñÿ íà èçìåíåíèè çíàêà ÿêîáèíà (ñì. [45],[37]),
íåïðèãîäíà.

2. Ïðîõîæäåíèå.
Ïðîèçâîäÿ ðåäóêöèþ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è çàìåíó ïåðåìåííûõ ìû

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (2.23), çàïèñàííîìó îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ α̃1, α̃2.

Ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ [4]

Lα̃2
1 + M0,3α̃

3
2 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàëè÷èå îñòðèÿ íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå
àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàííîãî äëèíîé äóãè.

Ðàñøèðèì ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ, ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ µ, ñ
ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

α̃2 + sign(L/M0,3)µ
2 = 0,

òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Lα̃2
1 + M0,3α̃

3
2 = 0, α̃2 + sign(L/M0,3)µ

2 = 0.

Òåïåðü ìû èìååì äèôôåðåíöèðóåìóþ ïî äëèíå äóãè êðèâóþ â ïðî-
ñòðàíñòâå òðåõ ïåðåìåííûõ (α̃1, α̃2, µ). Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðîõîäèòü ýòó êðèâóþ ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ ïðî-
äîëæåíèÿ.

Íà ïðàêòèêå ïðîõîæäåíèå êðèâîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Íàõîäèì ðàçëîæåíèå (2.2).
Íàõîäèì ìàòðèöó H = (hij), ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç îðòîíîðìè-

ðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè V (α). Â ïåðâîì
ñòîëáöå íàõîäèòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ 2L 6= 0.
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Íàõîäèì ìàòðèöó ïåðåõîäà T = (tji )

pi =
n+1∑
j=1

tjiej, i = 1, 2, ..., n− 1, ak =
n+1∑
j=1

tjn−1+kej k = 1, 2.

Çäåñü ej (j = 1, 2, ..., n + 1) � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn+1.
Ïåðåõîä ìåæäó êîîðäèíàòàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(ρ, α1, α2) = (x− x0)T
−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

α̃2 + sign(L/M0,3)µ
2 = 0, α̃2 = h12α1 + h22α2,

ïîëó÷àåì

h12[(x− x0)T
−1]n + h22[(x− x0)T

−1]n+1 + sign(L/M0,3)µ
2 = 0. (2.28)

Çäåñü [·]i îáîçíà÷àåò âçÿòèå i-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà. Äîáàâëÿÿ óðàâ-
íåíèå (2.28) ê ñèñòåìå (2.1), ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðîõîäèòü òî÷êó ïðî-
ñòîãî âîçâðàòà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, ìåòîäà
Íüþòîíà.

2.5. Äèñêðåòíîå ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ â îñî-
áîé òî÷êå âäîëü ãëàäêîé êðèâîé

Ïîêàæåì, ÷òî îñîáóþ òî÷êó x0, íà äèôôåðåíöèðóåìîé ïî äëèíå äóãè êðè-
âîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), ìîæíî ïðåîäîëåòü ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà Íüþòîíà.

Ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà
ïðèìåò âèä [23]





x
(i+1)
(k) = x

(i)
(k) −

[
∂Ψk
∂x

(x
(i)
(k))

]−1

Ψk(x
(i)
(k)), i = 1, ..., rk − 1

x
(0)
(k) = 2x

(rk−1)

(k−1) − x
(rk−2)

(k−2) .

Çäåñü

Ψk+1(x) =

{
F (x) = 0,

‖x− x
(rk)
k ‖2 −∆λ2 = 0,

ãäå x ∈ Rn+1, λk+1 = λk + ∆λ.



64

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïðîñòîé áèôóðêàöèè èëè
òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà. Ïóñòü x = x(λ) îïèñûâàåò îäíó âåòâü êðèâîé,
çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.1), â ñëó÷àå òî÷êè ïðîñòîé áèôóðêàöèè. Â ñëó÷àå
æå òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà ïóñòü êðèâàÿ áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1)
è "ðåãóëÿðèçóþùåãî"óðàâíåíèÿ (2.28). Îáîçíà÷èì òî÷êó áèôóðêàöèè êàê
x0 = x(λ0).

Òåîðåìà 2.1 Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòîé áèôóðêàöèè èëè
òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖[J(x(λ))]−1‖ < m/|λ− λ0|k.

Çäåñü çíà÷åíèå k = 1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïðîñòîé áèôóðêàöèè, à
k = 3 � òî÷êå ïðîñòîãî âîçâðàòà, m ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûâîäîâ ïðèìåì λ0 = 0.
1. Ïóñòü x0 � òî÷êà ïðîñòîé áèôóðêàöèè, è ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ îïè-

ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

U(x(λ)) = 0,

V (x(λ)) = 0,

x′(λ)(x(λ)− x(λn−1)) = ∆λ.

Òîãäà ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä

J(λ) =




U ′
x(x(λ))

V ′
x(x(λ))

x′(λ)T


 . (2.29)

Îáîçíà÷èì êàñàòåëüíûå âåêòîðû ðàçëè÷íûõ âåòâåé êðèâîé â òî÷êå
ïðîñòîé áèôóðêàöèè x0 ÷åðåç v1 è v2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìû èäåì ïî òîé âåòâè êðèâîé, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò êàñàòåëüíûé
âåêòîð v1. Â òî÷êå x0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå V ′

x(λ) = vT
1 Hλ+

O(λ2), ãäå H � ìàòðèöà Ãåññå, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå x0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå
ìàòðèöó (2.29) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå




ΩP T + O(λ)

vT
1 Hλ + O(λ2)

vT
1 + O(λ)


 .

Óìíîæàÿ ýòó ìàòðèöó ñïðàâà íà ìàòðèöó
(

P v2 v1

)
,
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ÿêîáèàí êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîëó÷àåì ìàòðèöó

K =




ΩP T P + O(λ) ΩP T v2 + O(λ) ΩP T v1 + O(λ)

vT HPλ + O(λ2) vT
1 Hv2λ + O(λ2) vT

1 Hv1λ + O(λ2)

vT
1 P + O(λ) vT

1 v2 + O(λ) vT
1 v1 + O(λ)


 .

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ P T P = E, det Ω 6= 0, êîòîðûå
ñëåäóþò èç ðàâåíñòâà (2.13). Âåêòîðû v1 è v2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé âåêòîðîâ a1 è a2, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2.14), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ P T v1 = 0, P T v2 = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð v1 èìååò åäèíè÷íóþ íîð-
ìó vT

1 v1 = 1. Òàê êàê v1 è v2 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè, c òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
vT

i Hvi = 0, i = 1, 2, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ vT
1 Hv1 = 0 è vT

1 Hv2 6= 0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû vT

1 Hv2 = 0, òîãäà è vT
2 Hv1 = 0 è, êàê ñëåäñòâèå,

(v1 + v2)
T H(v1 + v2) = 0, îäíàêî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà K óïðîùàåòñÿ:

K =




ΩE + O(λ) O(λ) O(λ)

vT HPλ + O(λ2) vT
1 Hv2λ + O(λ2) O(λ2)

vT
1 P + O(λ) vT

1 v2 + O(λ) 1 + O(λ)


 .

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü det K = m1λ + O(λ2) è, ñëåäîâàòåëüíî,
det J = m2λ + O(λ2). Çäåñü m1,m2 ∈ R. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó
äëÿ íîðìû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ßêîáè: ‖J−1(λ)‖ < m/|λ|.

2. Ðàññìîòðèì òî÷êó ïðîñòîãî âîçâðàòà. Ïóñòü ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

U(ρ, α) = 0,

V (ρ, α) = 0,

α2 − µ2 = 0,

ρ′(λ)(ρ(λ)− ρ(λj−1)) + α′(λ)(α(λ)− α(λj−1)) + µ′(λ)(µ− µj−1) = ∆λ.

Çäåñü èíäåêñ j − 1 îáîçíà÷àåò ïàðàìåòðû, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåé
òî÷êå êðèâîé.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà ìàòðèöà ßêîáè ýòîé ñèñòåìû
áóäåò èìåòü âèä

J(λ) =




U ′
ρ U ′

α1
U ′

α2
0

V ′
ρ V ′

α1
V ′

α2
0

0 0 1 −2µ

ρ′(λ) α′1(λ) α′2(λ) µ′(λ)


 . (2.30)
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Ó÷èòûâàÿ ñìûñë ïåðåìåííîé λ ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî
(ρ′(λ), ρ′(λ)) + α′1(λ)2 + α′2(λ)2 + µ′(λ)2 = 1. Â ñèëó óðàâíåíèé (2.10), ïî-
ëó÷àåì ρ′(λ) = O(λ). Â òî÷êå ïðîñòîãî âîçâðàòà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
(2.23) è α2 = µ2, ñëåäîâàòåëüíî α1 = µ3 + O(µ4). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

O(λ2) + ((3µ2)2 + O(µ5) + (2µ)2 + 1)µ′(λ)2 = 1. (2.31)

Òàê êàê â òî÷êå ïðîñòîãî âîçâðàòà λ = 0, µ = 0, òî ïåðåõîäÿ â âûðà-
æåíèè (2.31) ê ïðåäåëó ïðè λ → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè
áèôóðêàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µ = λ+O(λ2).
Íàéäåì àñèìòîòèêó äëÿ U ′

α1
(λ):

U ′
α1

(λ) = U ′′
α1ρ(0)ρ′(0)λ + U ′′

α1α1
α′1(0)λ + U ′′

α1α2
α′2(0)λ + O(λ2),

òàê êàê ρ′(0) = 0, α′1(0) = 0, α′2(0) = 0, ïîëó÷àåì U ′
α1

(λ) = O(λ2). Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî V ′

ρ = O(λ2) è U ′
α1

(λ) = O(λ2). Êðîìå òîãî,
V ′

α1
= 2α1(µ) + O(µ4), V ′

α2
= 3α2

2(µ) + O(µ5).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U ′

ρ = ΩP T P +O(λ), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû
(2.30)

J =




ΩP T P + O(λ) O(λ2) O(λ2) 0

O(λ2) 2α1(µ) + O(µ4) 3α2
2(µ) + O(µ5) 0

0 0 1 −2µ

O(λ) O(λ) O(λ) 1 + O(λ)


 .

Ïîýòîìó det J = m32α1(µ) + O(µ4) = m32µ
3 + O(µ4), ãäå m3 ∈ R.

È â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà èìååì ñëåäóþùóþ
îöåíêó ‖J−1‖ < m/|λ|3. ¤

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Íüþòîíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x∗

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) ‖x(0)
k − xk−1‖ > ‖x∗ − xk−1‖,

2) ‖x(0)
k − x∗‖ > 2

3∆λ,

3) ‖[Ψ′
i(x)]−1‖ < m = max{m1,m2/‖x− x∗‖k}, ãäå m1, m2 ∈ R, k = 1, 3,

4) Ψ′
i(x) îãðàíè÷åíà ïî Ëèïøèöó ñ êîíñòàíòîé l,

5) êðèâàÿ x = x(λ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x∗,
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6) ∀k > 0, ∀ε > 0, ∃i > 0 : ‖Ψi(x
(i)
k )‖ < ε.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûå èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà ñõîäÿòñÿ ê ðåøå-
íèþ è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè r′ < ∆λ

2 , ò.å. ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ xk : xk−1 < x∗ < xk ìèíóÿ îñîáóþ òî÷êó (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äîñòàòî÷íî ÷òî-
áû q = 1

2m2lη < 1, ãäå η � íîðìà ôóíêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî η < 2
m2l

.
Âûáåðåì èñõîäÿ èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âåëè÷èíó øàãà ∆λ, êîòîðàÿ îáåñ-

ïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà [16]

η = ‖F (xk−1 + ∆λek)‖ = ‖F (xk−1) +

∫ 1

0

F ′(xk−1 + θ(∆λek))dθ∆λe‖
< ε + γ∆λ;

ek =
x

(rk)
k − x

(rk−1)
k−1

‖x(rk)
k − x

(rk−1)
k−1 ‖

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð âåëè÷èíû øàãà èç óñëîâèÿ

∆λ <
2−m2lε

m2lγ

îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü.
Äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà ãàðàíòèðóåòñÿ ñõîäèìîñòü â çàìêíóòîì øàðå

Sr′(x0) ðàäèóñà r′ ñ öåíòðîì â òî÷êå x0. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ øàã ∆λ

ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

r′ <
∆λ

2
. (2.32)



68

Äëÿ r′ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

r′ = mη

+∞∑

k=0

q2k−1 < mη
1

1− q
. (2.33)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

x
(0)
k = xk−1 + x′(λk−1)∆λ + o(∆λ), xk = xk−1 + x′(λk−1)∆λ + o(∆λ),

ïîëó÷àåì, x
(0)
k = xk + o(∆λ). Ïîýòîìó îöåíêà äëÿ η ïðèìåò âèä

η = ‖F (x0
k)‖ = ‖F (xk + o(∆λ))‖ (2.34)

= ‖F (xk) +

∫ 1

0

F ′(xk + θ(o(∆λ)))dθo(∆λ)‖ < 0 + γo(∆λ).

Òàê êàê q = 0.5m2lη, òî èç íåðàâåíñòâ (2.32),(2.33) è (2.34) âûòåêàåò

o(∆λ)
1

1− o(∆λ)
< ∆λ

èëè o(∆λ) < ∆λ.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ∆λ. ¤
Çàìå÷àíèå 4. Â ðàáîòå [42] ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû

äëÿ äðóãîãî àëãîðèòìà ïðîäîëæåíèÿ.

2.6. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y2 − x3 = 0, (2.35)

êîòîðîå çàäàåò ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó. Òî÷êà (0, 0) � òî÷êà âîçâðàòà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì ñïîñîáîì äî-
áàâëÿåì óðàâíåíèå x− µ2 = 0

y2 − x3 = 0,

x− µ2 = 0.
(2.36)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.14) ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Ðå-
çóëüòàò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà ïëîñêîñòü xy ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 2.2.
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Ðèñ. 2.2.

Ðèñ. 2.3.
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Ðèñ. 2.4.

Ïðèìåð 2.
Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíî-

ñòè è êðèâîé, áûëè ïîñòðîåíû êðèâûå, ñîäåðæàùèå òî÷êè áèôóðêàöèè:
ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè è àñòðîèäà (ñì. ðèñ. 2.3 è 2.4).

Ïðèìåð 3.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F : R3 → R2 âèäà

F =

(
x2 + y2 + z2 − 32

(−x + y)(2x− y − z)

)
. (2.37)

Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
æåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäè-
óñ êîòîðîé ðàâåí òðåì è äâóõ ïëîñêîñòåé. Ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê îáðà-
çóþò äâà ãëàäêèõ ïóòè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ x0 = (1, 1, 1)

è x1 = (−1,−1,−1). Îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè áèôóðêàöèè äëÿ êðèâîé
F (x) = 0.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ïðåäèêòîðà, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ ðàññìîòðèì òî÷êó x0.

Ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä

J0 =

(
2 2 2

0 0 0

)
. (2.38)
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Íàéäåì âåêòîðû a1 è a2 ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.18). Äëÿ ýòîãî ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì, êîòîðûé áûë îïèñàí âûøå. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, â äàííîì ñëó÷àå âèäíî,÷òî âåêòîðû (−1, 1, 0)T , (−1,−1, 2)T óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ (2.18). Îòñþäà ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû,
îáðàçóþùèå áàçèñ â R3

a1 =

(
− 1√

2
,

1√
2
, 0

)T

, a2 =

(
− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

)T

, p =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)T

.

(2.39)
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð x ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó

x = ρp + α1a1 + α2a2. (2.40)
Ïîýòîìó èññëåäóåìóþ êðèâóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ïà-

ðàìåòðîâ ρ, α1, α2





x = x(α1, α2, ρ),

y = y(α1, α2, ρ),

z = z(α1, α2, ρ).

(2.41)

Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè V = (−x + y)(2x − y − z) â òî÷êå x0 ïðèìåò
âèä

H0 =




−4 3 1

3 −2 −1

1 −1 0


 . (2.42)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (2.21) ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (2.20), êî-
òîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

6(α′1)
2 +

√
12α′1α

′
2 = 0. (2.43)

Îòñþäà ïîëó÷àåì dα1
dα2

= 0 = tg 0 è dα1
dα2

= − 1√
3

= tg 5π
6
. Ýòè ñîîòíî-

øåíèÿ äàþò òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê îñè, îáðàçî-
âàííîé âåêòîðîì a2. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû
ê âåòâÿì êðèâîé ëåæàò â ïëîñêîñòè Π(a1, a2, x0). Ïîýòîìó êàñàòåëüíûå
âåêòîðû ê êàæäîé âåòâè êðèâîé èìåþò âèä

v1 = a2 =

(
− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

)T

, (2.44)

v2 = −1

2
a1 +

√
3

2
a2 =

(
0,− 1√

2
,

1√
2

)T

. (2.45)
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Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëè-
òåëüíîé ïðîãðàììû ðàçðàáîòàííîé â ñðåäå MATLAB. Íà âõîä ïðîãðàì-
ìû ïîäàþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè áèôóðêàöèè x0, âåêòîð F (x) è ìàòðèöà
J(x). Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû v1 è v2. Ðàáî-
òà ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âû÷èñëåííûé âåêòîð w, èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè V . Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðû a1 è a2.
Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèòñÿ QR-ôàêòîðèçàöèÿ. ×èñëåííî, ñ èñïîëüçîâàíè-
åì êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåòñÿ ìàòðè-
öà Ãåññå ôóíêöèè V . Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïî-
ëó÷àþòñÿ âåêòîðû v1 è v2.

Äëÿ òî÷êè x0 = (1, 1, 1) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

w = (0, 1),

H =



−4.0000 3.0000 1.0000

3.0000 −2.0000 −1.0000

1.0000 −1.0000 0


 ,

AT =




2 0 0

2 0 0

2 0 0


 ,

Q =



−0.5774 −0.5774 −0.5774

−0.5774 0.7887 −0.2113

−0.5774 −0.2113 0.7887


 ,

R =



−3.4641 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,

a1 = (−0.5774, 0.7887,−0.2113)T ,

a2 = (−0.5774,−0.2113, 0.7887)T ,

v1 = (0.0000, 0.7071,−0.7071)T ,

v2 = (0.4082, 0.4082,−0.8165)T .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî 1√
6
∼= 0.4082, à 1√

2
∼= 0.7071. Ïîýòîìó, âû÷èñ-

ëåííûå âåêòîðû v1 è v2 îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ âûøå òîëüêî îáîçíà-
÷åíèåì è íàïðàâëåíèåì, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è íåñóùåñòâåííî.
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Ïðèìåð 4.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

x2 + y2 + (z − 1)2 − 1 = 0,

y2 − x3 + yx3 = 0.
(2.46)

Òî÷êè âîçâðàòà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîëþñàõ ñôåðû x2+y2+(z−1)2−1 =

0, ò.å. ýòî òî÷êè x1
0 = (0, 0, 0) è x2

0 = (0, 0, 2). Óðàâíåíèå y2 − x3 + yx3 =

0 èãðàåò ðîëü óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ, ïðè ýòîì α1 = y, α2 = x. Ïðè
ñòðåìëåíèè ê òî÷êàì âîçâðàòà ýëåìåíò yx3 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Ïîýòîìó ëîêàëüíî îêîëî òî÷åê âåòâëåíèÿ êðèâàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
y2−x3 = 0. Ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç äîáàâëåíèå óðàâíåíèÿ x−µ2 =

0 ïîçâîëÿåò ïðîéòè ýòè òî÷êè.
Íà ðèñ. 2.5�2.7 â ðàçëè÷íûõ ðàêóðñàõ ïðèâåäåíà êðèâàÿ ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.46), ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííî
(â ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî (x, y, z)). Àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ íà-
÷àë ñâîþ ðàáîòó èç òî÷êè (x, y, z, µ)0 = (0.7937, 0.5, 1.3465, 0.8909),
â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå áûëà âçÿòà òî÷êà
(x, y, z, µ)1 = (0.7779, 0.49, 1.3934, 0.8820). Øàã ïî äëèíå äóãè áûë
âçÿò ðàâíûì ∆λ = 0.0513 (åâêëèäîâà íîðìà ðàçíîñòè äâóõ ïðåäûäóùèõ
òî÷åê). Áûëî ïðîéäåíî 70 øàãîâ.

Ðèñ. 2.5.
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Ðèñ. 2.6.

Ðèñ. 2.7.
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Ïðèìåð 5.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

z − x2 = 0,

2y2 − x3 + 2zx + yz = 0.
(2.47)

Òî÷êà âîçâðàòà ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0, 0). Óðàâíåíèå
ðàçâåòâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû V = 2y2 − x3 +

2zx + yz = 0. Ïîäñòàâëÿÿ z = x2 (èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ) âî âòîðîå óðàâ-
íåíèå, ïîëó÷àåì 2y2 +x3 +yx2 = 0. Ìåòîä äèàãðàììû Íüþòîíà ïîçâîëÿåò
óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøåãî ïî-
ðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

2y2 + x3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì y = ±(−x/2)3/2 + o((−x)3/2), x < 0. Îòñþäà
ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íåîáõîäèìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
âîçâðàòà èìååò âèä

x + µ2 = 0. (2.48)

Çàìåòèì, ÷òî L = 2, M0,3 = 1 è sign(L/M0,3) = 1. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå

z − x2 = 0,

2y2 − x3 + 2zx + yz = 0,

x + µ2 = 0.

Íà ðèñ. 2.8�2.10 â ðàçëè÷íûõ ðàêóðñàõ ïðèâåäåíà êðèâàÿ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.47), ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííî (â ïðîåêöèè íà
ïðîñòðàíñòâî (x, y, z)). Àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ íà÷àë ñâîþ ðàáîòó èç òî÷-
êè

(x, y, z, µ)0 = (−0.3333,−0.1667, 0.1111, 0.5773),

â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå áûëà âçÿòà òî÷êà

(x, y, z, µ)1 = (−0.3223,−0.1579, 0.1039, 0.5677).

Øàã ïî äëèíå äóãè áûë âçÿò êàê ∆λ = 0.0185 (åâêëèäîâà íîðìà ðàç-
íîñòè äâóõ ïðåäûäóùèõ òî÷åê). Áûëî ïðîéäåíî 70 øàãîâ.

Ïðèìåð 6. Åñëè â ïðåäûäóùåé ñèñòåìå (2.47) ïðîèçâåñòè çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ ïî ïðàâèëó

x = ξ + η,

y = ξ − η,

z = ζ,
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Ðèñ. 2.8.

Ðèñ. 2.9.
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Ðèñ. 2.10.

òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

F1 = ζ − ξ2 − 2ξη − η2 = 0, (2.49)
F2 = 2ξ2 − 4ξη + 2η2 − ξ3 − 3ξ2η − 3ξη2 − η3 + 3ζξ + ζη = 0.

Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂F1

∂ξ
= −2(ξ + η),

∂F1

∂η
= −2(ξ + η),

∂F1

∂ζ
= 1,

∂F2

∂ξ
= 4ξ − 4η − 3ξ2 − 6ξη − 3η2 + 3ζ,

∂F2

∂η
= −4ξ + 4η − 3ξ2 − 6ξη − 3η2 + ζ,

∂F2

∂ζ
= 3ξ + η.

Ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (2.49) â òî÷êå (ξ, η, ζ) = (0, 0, 0) èìååò âèä

J0 =

(
0 0 1

0 0 0

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (0, 0, 0) îñîáàÿ è rank J0 = n−1 = 1. Ïîýòîìó
ìîæíî íàéòè âåêòîðû a1, a2, p:

a1 = (1, 0, 0)T , a2 = (0, 1, 0)T , p = (0, 0, 1)T ,



78

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ = ζ, α1 = ξ, α2 = η.

Ôóíêöèÿ V ñîâïàäàåò ñ F2 è â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä

V (ρ(α), α) = 2α2
1 − 4α1α2 + 2α2

2 − α3
1 − 3α2

1α2 − 3α1α
2
2 − α3

2 + 3ρα1 + ρα2.

Íàéäåì ìàòðèöó Ãåññå V ′′
0 â òî÷êå (0, 0, 0). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2V

∂α2
1

= 4− 6α1 − 6α2,

∂2V

∂α2
2

= 4− 6α1 − 6α2,

∂2V

∂α1∂α2

= −4− 6α1 − 6α2.

Ïîýòîìó ìàòðèöà Ãåññå èìååò âèä

V ′′
0 =

(
4 −4

−4 4

)
.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû h1, h2 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ L1 è L2 ýòîé ìàòðèöû

L1 = 2L = 8, h1 = (1/
√

2,−1/
√

2)T ,

L2 = 0, h2 = (1/
√

2, 1/
√

2)T .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà èìååò îäíî íóëåâîå è îäíî íåíóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì ïî ïðàâèëó α = Hα̃.
Çäåñü ñòîëáöû ìàòðèöû

H = (hij) =




1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2


 .

ñîñòàâëåíû èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðè ýòîì â ïåðâîì ñòîëáöå íàõîäèò-
ñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè F1 è V = F2 èìåþò âèä

F1 = ρ− 2α̃2
2,

V = 4α̃2
1 − 2

√
2α̃3

2 +
√

2ρα̃1 + 2
√

2ρα̃2.



79

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè α3
2 îòëè÷åí îò íóëÿ

(M0,3 = 2
√

2). Ïðîâåðèì ýòî, èñïîëüçóÿ ñôîðìóëèðîâàííûé ðàíåå êðèòå-
ðèé (2.24). Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (2.24) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä

V ′′
ρα̃2

(0)R22 +
1

3!
V ′′′

α̃3
2
(0) = M0,3 6= 0.

Çäåñü

V ′′
ρα̃2

(0) = 2
√

2,
1

3!
V ′′′

α̃3
2
(0) = −2

√
2, R22 = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì M0,3 = 2 · 2√2− 2
√

2 = 2
√

2.

Ñîñòàâèì äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå (2.28), â êîòîðîì ðîëü âåêòîðà
ïåðåìåííûõ èñõîäíîé çàäà÷è x èãðàåò âåêòîð (ξ, η, ζ), à òî÷êà âîçâðàòà
ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò x0 = (0, 0, 0). Òàê êàê ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

h12 =
1√
2
, h22 =

1√
2
,

sign(L/M0,3) = sign(4/(2
√

2)) = 1,

T =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 ,

(ρ, α1, α2) = (ξ, η, ζ)




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 ,

ξ = [(ξ, η, ζ)T−1]2,

η = [(ξ, η, ζ)T−1]3,

òî ïîëó÷àåì

1√
2
(ξ + η) + µ2 = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå àíàëîã óðàâíåíèÿ (2.48). Ðàçíèöà â êî-
ýôôèöèåíòå ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò (x, y, z) ê (ξ, η, ζ) íå
îðòîãîíàëüíà, â îòëè÷èå îò ïåðåõîäà îò (ξ, η, ζ) ê (ρ, α̃1, α̃2).
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Ãëàâà 3

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðèêëàäíûõ çàäà÷

3.1. Câåðõïðîâîäÿùàÿ ïëàñòèíà â ìàãíèòíîì
ïîëå

Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó [8] øè-
ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ â ìàãíèòíîì
ïîëå.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû êîíå÷íîé òîëùèíû íåëèíåéíàÿ êðàå-
âàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
èìååò âèä [11]

a′′ − ψ2a = 0,

ψ′′ + κ2(ψ − ψ3)− a2ψ = 0, 0 ≤ x ≤ D,
(3.1)

a(0) = 0, ψ′(0) = 0,

a′(D) = h, ψ′(D) = 0,
(3.2)

ãäå âñå âåëè÷èíû âåùåñòâåííû, 0 < D � ïîëóøèðèíà ïëàñòèíû, h è κ

ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (h � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, κ � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó,
õàðàêòåðèçóþùèé ìàòåðèàë ñâåðõïðîâîäíèêà è ìåíÿþùèéñÿ â øèðîêîì
äèàïàçîíå). Çäåñü âìåñòî ðàçìåðíûõ âåëè÷èí èç [8] � êîîðäèíàòû x′, ïî-
òåíöèàëà A(x′) è íàïðÿæåííîñòè B(x′) ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òîêà js(x

′) � ââå-
äåíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:

A = [φ0/(2πλ)]a(x), B = [φ0/(2πλ2)]b(x), b(x) = a′(x),

j(x) = js(8π
2λ3)/(cφ3

0) = −ψ2(x)a(x), x = x′/λ
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(λ = κξ, ξ � òàê íàçûâàåìàÿ äëèíà êîãåðåíòíîñòè, φ0 = }c/(4πe)� êâàíò
ïîòîêà, ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, } � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, e � çà-
ðÿä ýëåêòðîíà); ψ � "ýôôåêòèâíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå", êîòîðóþ íàçûâàþò ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (GL) çäåñü ââåäåíà äðóãàÿ íîð-
ìèðîâêà h: h = hGLκ, òàê ÷òî a = aGLκ. Âåëè÷èíà ψ2 ðàâíà êîíöåíòðàöèè
"ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ"â ìåòàëëå:

0 ≤ ψ2 ≤ 1. (3.3)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî "ôèçè÷åñêîå"îãðàíè÷åíèå (3.3) íà âåëè÷è-
íó ψ2 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è
(3.1)�(3.2). Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ îñíîâíûì íåîòðèöàòåëüíûì ðåøåíèåì
ýòîé êðàåâîé çàäà÷è, ò.å. ðåøåíèåì óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ

0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, D]. (3.4)

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõî-
äÿùèõ â ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàâèñèìîñòü
ψ0(h) [11].

Ïàðàìåòðèçàöèÿ çàäà÷è.
Ââåäåì ïàðàìåòðû â êðàåâûå óñëîâèÿ

a(0) = 0

b(0) = b0 = p1 b(D) = h = p3

ψ(0) = ψ0 = p2

ψ′(0) = 0 ψ′(D) = 0.

(3.5)

Íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ p1, p2, p3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì äâèæåíèÿ
âäîëü êðèâîé, çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

b(D, p1, p2)− p3 = 0,

ψ′(D, p1, p2) = 0.
(3.6)

Îáîçíà÷èì a, a′ = b, ψ, ψ′ êàê x1, x2, x3, x4, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîä-
íóþ ýòèõ âåëè÷èí ïî p1 êàê x5, x6, x7, x8, ñîîòâåòñòâåííî, à ïî p2 êàê x9,
x10, x11, x12, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íà÷àëà ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäó Ëàýÿ [48] áûëî íåîáõîäèìî íàéòè
êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èñêîìîé êðèâîé. Ïåðâàÿ òî÷êà áûëà ïîëó÷åíà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèñòðåëêè è ìåòîäà Ëàýÿ. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà p2 = ψ0, ñ ïîìîùüþ ïðèñòðåëêè îòûñêèâàëñÿ ïàðàìåòð p1 = b0,
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ãàðàíòèðóþùèé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ψ′(D, p1, p2) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå íåäî-
ñòàþùèé òðåòèé ïàðàìåòð p3 = h ìîæíî íàéòè ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè. Òà-
êèì îáðàçîì, ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè àíàëîãè÷åí ìåòîäó, èçëî-
æåííîìó â ðàáîòå [11]. (Îòëè÷èå çàêëþ÷àëîñü â ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ëàýÿ
ïðè ïîèñêå b0.)

Äëÿ áîðüáû ñ ñèíãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè ïðèìåíÿëñÿ ñïîñîá óëó÷øå-
íèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è, êîòîðûé çà-
êëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè âëîæåííûõ îòðåçêîâ: [0, D0] ⊂ [0, D1] ⊂ · · · ⊂
[0, Dk], ãäå 0 < D1 < · · · < Dk = D, ñì., íàïðèìåð, [49]. Ïðè îòûñêàíèè
ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [0, Di], 1 ≤ i ≤ m ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå,
ïîëó÷åííîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïðåäûäóùåì îòðåçêå [0, Di−1], à êðà-
åâîå óñëîâèå ψ′(D) = 0 óäîâëåòâîðÿåòñÿ â òî÷êå t = Di. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî íà íàèìåíüøåì îòðåçêå [0, Di] ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî.

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, ñèñòåìà (3.6) ïåðåïèøåòñÿ
â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì [24]

x2(D, p1, p2)− p3 = 0,

x4(D, p1, p2) = 0, (3.7)
(p1 − p1,(j−1))

2 + (p2 − p2,(j−1))
2 + (p3 − p3,(j−1))

2 −∆λ2 = 0.

Çäåñü p1,(j−1), p2,(j−1), p3,(j−1) � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðåäûäóùåé òî÷êå êðèâîé.

ßêîáèàí ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä




x6(D, p1, p2) x10(D, p1, p2) −1

x8(D, p1, p2) x12(D, p1, p2) 0

2(p1 − p1,(j−1)) 2(p2 − p2,(j−1)) 2(p3 − p3,(j−1))


 .

Äëÿ ðàñ÷åòà xi â òî÷êå D èíòåãðèðîâàëàñü ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çà-
äà÷à
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ẋ1 = x2, x1(0) = 0,

ẋ2 = x2
3x1, x2(0) = p1,

ẋ3 = x4, x3(0) = p2,

ẋ4 = x2
1x3 − κ2(x3 − x3

3), x4(0) = 0,

ẋ5 = x6, x5(0) = 0,

ẋ6 = 2x3x1x7 + x2
3x5, x6(0) = 1,

ẋ7 = x8, x7(0) = 0,

ẋ8 = 2x1x3x5 + x2
1x7 − κ2(x7 − 3x2

3x7), x8(0) = 0,

ẋ9 = x10, x9(0) = 0,

ẋ10 = 2x3x1x11 + x2
3x9, x10(0) = 0,

ẋ11 = x12, x11(0) = 1,

ẋ12 = 2x1x3x9 + x2
1x11 − κ2(x11 − 3x2

3x11), x12(0) = 0.

(3.8)

Íà êàæäîì øàãå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.7), ïðèìåíÿë-
ñÿ ìåòîä Íüþòîíà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå
ïîëó÷àëîñü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè. Ñõåìà ðåøåíèÿ ýòîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà ïðèìåò âèä





p
(i+1)
(k) = p

(i)
(k) −

[
∂Ψk
∂p

(p
(i)
(k))

]−1

Ψk(p
(i)
(k)), i = 1, ..., rk − 1

p
(0)
(k) = 2p

(rk−1)

(k−1) − p
(rk−2)

(k−2) .
(3.9)

Çäåñü

Ψk+1(p) =

{
F (p) = 0,

‖p− p
(rk)
k ‖2 −∆λ2 = 0,

ãäå x ∈ Rn+1, λk+1 = λk +∆λ, p � âåêòîð ñòîëáåö, F (p) = 0 � ñèñòåìà (3.6).
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 3.1-3.12. Ïðåäñòàâëåííûå

íà ðèñ. 3.1 ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè
â ðàáîòå [11] (ñì. ôèã.2(à)). Íà ðèñ. 3.2 ðåçóëüòàòû ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àþòñÿ (ñì. ôèã.3(ä) â [11]). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(x) äëÿ
ïàðàìåòðîâ ψ0, h, ñîîòâåòñòâóþùèì îòìå÷åííûì òî÷êàì ðèñ. 3.2, íà îò-
ðåçêå [0, D] ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 3.4-3.5.), ÷òî â
ðàáîòå [11] ñ÷èòàåòñÿ íåäîïóñòèìûì (ñì. íåðàâåíñòâî (1.6) òàì æå). Äëÿ
ñëó÷àÿ κ = 1, D = 3 ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(3.4) (ñì. ðèñ. 3.3).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ñëó÷àè ïðèøëîñü
ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ ðà-
áîòû [11], çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
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Ðèñ. 3.1.

Ðèñ. 3.2.
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Ðèñ. 3.3.

Ðèñ. 3.4.
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Ðèñ. 3.5.

(àñèìïòîòèêè). Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðäè-
ëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11] îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Òàê, íàïðèìåð, ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ψ0 ≈ 1 áóäóò óñòîé-
÷èâûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâûìè. Òî÷íàÿ ãðàíèöà, ãäå áóäåò
íàáëþäàòüñÿ ïåðåõîä îò óñòîé÷èâîñòè ê íåóñòîé÷èâîñòè, çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðîâ çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ýòà ãðàíèöà âîçðàñòàåò ïðè âîçðàñòàíèè
ïàðàìåòðîâ κ è D. Ýòî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ðåøåíèå çà-
äà÷è â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå, ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà
ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, ñòðîèëîñü ðåøåíèå ïðè ψ0 ≈ 1.
Òàê ïîëó÷àëàñü îäíà âåòâü. Ïðèìåíèòü ýòîò æå àëãîðèòì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ
äðóãîé âåòâè 0 ≤ ψ0 . 1, óäàåòñÿ, íî íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Òàê, íàïðèìåð,
äëÿ ñëó÷àÿ κ = 0.8 è D = 5 (ðèñ. 3.6-3.9) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíèòü âûøåèç-
ëîæåííûé àëãîðèòì äëÿ äâóõ âåòâåé ðàçäåëüíî. Çàòåì îñòàâàëîñü ñîåäè-
íèòü ðåøåíèÿ. Ïåðâàÿ âåòâü, â äàííîì ñëó÷àå, îïèñûâàåòñÿ èçìåíåíèåì
ïàðàìåòðà: 0.99 < ψ0 < 1; âòîðàÿ � 0 ≤ ψ0 ≤ 0.99.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåóñòîé÷èâîé âåòâè íå óäàëîñü
ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (3.6). Íåóäà÷à â ðåøåíèè, êàê âûÿñíèëîñü, ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, äàæå ïðè î÷åíü ìàëîì øàãå äàâàëà ñèíãóëÿð-
íûå ðåøåíèÿ, ò.å. ðåøåíèÿ êîòîðûå ñîäåðæàò ïîëþñ. (Â ðàçäåëå 1.3 ðà-
áîòû [11] èññëåäóþòñÿ òàêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ñâÿçàííîé ñ êðàå-
âîé çàäà÷åé.) Çäåñü áûëî ðåøåíî óñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîä Ëàýÿ ïîèñêà
ïàðàìåòðà b0 ïðè ôèêñèðîâàííîì (çàäàííîì) ïàðàìåòðå ψ0. Óñîâåðøåí-
ñòâîâàíèå çàêëþ÷àëîñü â îòáðàêîâêå ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ
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Ðèñ. 3.6.

Ðèñ. 3.7.
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Ðèñ. 3.8.

Ðèñ. 3.9.
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ìåòîäà ðàñòóùåãî îòðåçêà. Îòáðàêîâêà ïðîèçâîäèëàñü ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ: |ψ0| > 1. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ñïîñîáà óäàëîñü ïðîéòè âòîðóþ
âåòâü. Íà êàæäîì øàãå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà b0 áðàëîñü
ñ ïðåäûäóùåãî øàãà. Èçâåñòíî, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ðåøåíèå
a(x) = hx, ψ(x) ≡ 0 (ñì. ñèñòåìó (1.11) ðàáîòû [11]). Ïîýòîìó äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðà b0 íà ïåðâîì øàãå âòîðîé âåòâè (ψ0 ≈ 0)
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì, ò.å b0 = a′(0) ≈ h. Ñ ïîìîùüþ
äâóõ ýòèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ κ = 1.5

è D = 5 (ðèñ. 3.10-3.12). Ïåðâàÿ âåòâü, â äàííîì ñëó÷àå, îïèñûâàåòñÿ
èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà: 0.9996 < ψ0 < 1; âòîðàÿ � 0 ≤ ψ0 ≤ 0.99.

Ðèñ. 3.10.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ïîñòðî-
åíèÿ êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé (èëè, íàïðèìåð, ψ0(h)) àâòîìàòèçèðóåò
ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ òîé æå êðèâîé, êîòîðàÿ èçëîæåíà â ñòàòüå [11].
Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïîçâîëÿåò óñïåøíî ïðåîäîëåâàòü ïðå-
äåëüíûå òî÷êè, àäàïòèâíî èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò
äâèæåíèå âäîëü êðèâîé.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ ( íàïðèìåð, κ = 1.5, D = 5) ïîëó-
÷èòü äàííûì ìåòîäîì ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ðåøåíèÿ íå óäàëîñü. Çàäà-
÷à Êîøè ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê íà÷àëüíûì äàííûì è ñèíãóëÿðíîé
ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó áûëî íåîáõîäèìî èçìå-
íèòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Òàêîå èçìåíåíèå ìîæåò áûòü ïðîèç-
âåäåíî â ðàìêàõ ìåòîäà Ëàýÿ. Áîëüøàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ
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Ðèñ. 3.11.

Ðèñ. 3.12.
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ïî ïàðàìåòðó ê âûáîðó íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ñèñòåìå (3.8) ïðåïÿòñòâó-
åò ïðèìåíåíèþ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ïðîèçâîäíûõ òàêæå íå äàåò õîðîøèé ðåçóëüòàò, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ïðèðàùåíèå äîëæíî âûáèðàòüñÿ èç âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèé - ãà-
ðàíòèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ñ îäíîé ñòîðîíû,
è îáåñïå÷èâàòü òî, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå, èçìåíåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèðàùåíèåì, íå ïîðîäèò ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå, ñ äðóãîé. Àâòîìàòèçè-
ðîâàòü ïîñòðîåíèå íåóñòîé÷èâîé âåòâè, îäíàêî, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå, çíàÿ äâå íà÷àëüíûå òî÷êè
(ψ0i, b0i) i = 0, 1 íà êðèâîé, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè
ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèå äëÿ ñëåäóþùåé òî÷êè (ψ02, b02). Äàëåå, ôèêñèðóÿ
çíà÷åíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû ψ02, ïðîèçâîäèòü ïîèñê âòîðîé êîìïîíåíòû
b∗02 íà îòðåçêå [b02−h, b02 +h], ãäå h = (b02− b01)/2. Ðèñ. 3.13 äåìîíñòðèðó-
åò íåóñòîé÷èâóþ âåòâü (äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: κ = 1.5, D = 5),
ïîñòðîåííóþ ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïîäõîäà.

Ðèñ. 3.13.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåóñòîé÷èâîé âåòâè òàêæå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷-
íûõ ðàçíîñòåé. Òåì ñàìûì, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü íå èñêàòü ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé a è ψ, ÷òî ïîçâîëèëî óâåëè÷èòü ïàðàìåòðû çàäà÷è κ,D, äëÿ
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå.
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Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ óðàâíåíèé (3.1) ïðèìåò âèä

Φi = ai+1 − 2ai + ai−1 − τ 2ψ2
i ai = 0, i = 1, 2, ..., n− 1,

Ψj = ψj+1 − 2ψj + ψj−1 + τ 2κ2(ψj − ψ3
j )− τ 2a2

jψj = 0, j = 1, 2, ..., n− 1,

ãäå τ øàã ñåòêè: τ = D/(N − 1), N = n + 1, N - êîëè÷åñòâî óçëîâ.
Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (3.2) èìååò âèä

Φ0 = a0 = 0, Φn = an−2 − 4an−1 + 3an − 2τh = 0,

Ψ0 = −3ψ0 + 4ψ1 − ψ2 = 0, Ψn = ψn−2 − 4ψn−1 + 3ψn = 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

a = (ai)
n
i=0, ψ = (ψj)

n
j=0, x = (a, ψ),

Φ = (Φi)
n
i=0, Ψ = (Ψj)

n
j=0, F = (Φ, Ψ).

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1)-(3.2) ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

F (x) = 0. (3.10)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàëàñü ìåòîäîì Íüþòîíà ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ κ, h. Ðåçóëüòàòû äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è κ = 4, D = 9 ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 3.14.

Ðèñ. 3.14.
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Êðèâàÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (3.6) ïðè âîçðàñòàíèè κ, D, èìååò
ïðåäåëüíóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ íà íåêîòîðîé "ïåòëå", êîòîðàÿ ðàçáèâà-
åò ýòó êðèâóþ íà äâå ÷àñòè - óñòîé÷èâóþ è íåóñòîé÷èâóþ. Ñæàòèå "ãè-
ñòåðåçèñíîé ïåòëè"îòìå÷àåòñÿ è â ðàáîòå [11] ñ.1663 ðàçäåë 2.3. Ðåøåíèå
ýòîé ïðîáëåìû òðåáóåò ëèáî ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ëèáî
ðàçáèåíèÿ êðèâîé íà äâå ÷àñòè (÷òî ðàíåå è áûëî ïðîèçâåäåíî).

Ïðèìåíåíèå íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü
ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ êðèâîé ψ0 = ψ0(h) è â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîõîäèòü
îñîáåííîñòü. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.10) áûë ïðèìåíåí ìåòîä
äèñêðåòíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [24]. Äëÿ ýòîãî ê
ïåðåìåííîé çàäà÷è x äîáàâëÿëñÿ ïàðàìåòð h, îáðàçóÿ íîâûé âåêòîð íåèç-
âåñòíûõ x̃ = (x, h), è îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó λ,
ââåäåíèåì â ñèñòåìó óðàíåíèé F (x̃) = 0 óðàâíåíèÿ ‖x̃−x̃∗‖2 = ∆λ2, ãäå ‖·‖
� åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà, x̃∗ � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðåäûäóùåé òî÷êå êðèâîé x̃ = x̃(λ).

Äàëåå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïî ñõåìå àíàëîãè÷íîé (3.9), ãäå ðîëü p

èãðàåò x̃ . Ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ κ = 1, D = 9 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.15. Äëÿ

Ðèñ. 3.15.

äàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ óäàëîñü óñïåøíî ïðîéòè îñîáåííîñòü. Êðèâàÿ
x̃ = x̃(λ) ïðîõîäèëàñü ïðè ïîñòîÿííîì øàãå ïî λ, à íàáëþäàåìàÿ íà ðè-
ñóíêå íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà êðèâîé ìîæåò îáúÿñíÿòü-
ñÿ ðàçëè÷íîé âåëè÷èíîé ïðîåêöèè øàãà âäîëü êðèâîé íà îñü ïåðåìåííûõ
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h è ψ0. Ðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå ñëîæíîãî ñëó÷àÿ κ = 4, D = 9, êîòîðûé â
ðàáîòå [11] íå ðàññìàòðèâàëñÿ, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.16.

Ðèñ. 3.16.
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3.2. Òðåõñòåðæíåâàÿ ôåðìà
Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ äåôîðìàöèþ òðåõñòåðæíåâîé ôåðìû (ðèñ.
3.17) ñ âîçìîæíîé ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

Ðèñ. 3.17.

ñòåðæíè èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, íå ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíî ïðÿìûìè è â
íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè èñêðèâëåíû ïî ïîëóâîëíå ñèíóñîèäû ñ àì-
ïëèòóäàìè ε1 è ε2 (|ε1| ¿ 1, |ε2| ¿ 1, èíäåêñû 1 è 2 çäåñü è íèæå ñîîòâåò-
ñòâóþò íîìåðàì ñòåðæíåé). Äåôîðìàöèÿ òàêîé ôåðìû ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðåíà â [7]. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè (äëÿ ñòåðæíåé ñ
îäèíàêîâûìè ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè):

N1 + N2 − P = 0

N1 − 2N2 + β[(W 2
1 − 2W 2

2 )− (ε2
1 − 2ε2

2)] = 0

W1(1−N1)− ε1 = 0, W2(1−N2)− ε2 = 0

(3.11)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ P, N1 è N2 � íàãðóçêà íà ôåðìó è óñèëèÿ, âîç-
íèêàþùèå â åå ñòåðæíÿõ, îòíåñåííûå ê êðèòè÷åñêèì ýéëåðîâûì ñèëàì
ñòåðæíåé; Wi � àìïëèòóäû ïîëíîãî ïðîãèáà ñòåðæíåé; β � ïàðàìåòð, õà-
ðàêòåðèçóþùèé ãèáêîñòü ñòåðæíåé. Åñëè P = 0, òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé (3.11) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåäåôîð-
ìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ:

P = 0, N1 = N2 = 0, W1 = ε1, W2 = ε2.



96

Åñëè ñòåðæíè ñèñòåìû èäåàëüíî ïðÿìûå, ò.å. ïðè ε1 = ε2 = 0, ñèñòåìà
(3.11) èìååò ÷åòûðå òî÷íûõ ðåøåíèÿ

1) N1 = 2
3P, N2 = 1

3P, W1 = W2 = 0;

2) N1 = 1, N2 = P − 1, W 2
1 = 2P − 3

β
, W2 = 0;

3) N1 = P − 1, N2 = 1, W1 = 0, W 2
2 = P − 3

2β
;

4) N1 = 1, N2 = 1, P = 2, W 2
1 − 2W 2

2 = 1
β

.

Â ìîíîãðàôèè [7] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.11)
ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñëîæíûì îáðàçîì è èìååò òðè òî÷êè âåòâëåíèÿ
B1, B2, B3. Äëÿ β = 100 ýòè ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìû äå-
ôîðìàöèè ôåðìû ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.18 ( ðèñ. 1.14 èç [7]) â ïðîñòðàíñòâå
W1, W2, P . Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîïûòêà ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îäíîé èç íåèçâåñòíûõ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ îáðå÷åíà íà
íåóäà÷ó. Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ âçÿòü íàãðóç-
êó P , òî âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ïîÿâÿòñÿ óæå âáëèçè òî÷êè âåòâëåíèÿ
B1, à ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå B2 îíè ñòàíóò íåïðåîäîëèìûìè.

Òàì æå äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïîäõîäà. Ââî-
äèòñÿ âåêòîð x = (N1, N2, W1, W2, P )T , è óðàâíåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ (3.11)
ïðèìàþò âèä




1 1 0 0 −1

1 −2 2βW1 −4βW2 0

−W1 0 1−N1 0 0

0 −W2 0 1−N2 0

x∗1,λ x∗2,λ x∗3,λ x∗4,λ x∗5,λ




x,λ =




0

0

0

0

1




. (3.12)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåäåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì

x0 = x(λ0) = (0, 0, ε1, ε2, 0)T . (3.13)

Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà x,∗λ ïðèíèìàåòñÿ âåêòîð
(0, 0, 0, 0, 1)T . Äàëåå äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé, ò.å. çíà÷åíèé ε1, ε2,
ñòðîÿòñÿ îòäåëüíî ðàçëè÷íûå âåòâè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòà
ñ øàãîì 0.1, à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè íåÿâíûõ ñõåì. Ýòîò ïîäõîä
ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ, èçáàâèòñÿ îò òî÷åê áèôóðêàöèé
è ôàêòè÷åñêè íå ðàáîòàòü ñ íèìè.



97

Ðèñ. 3.18.



98

Îáðàáîòêà òî÷åê áèôóðêàöèè
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è çäåñü ïðèìåíÿëñÿ äðóãîé ïîäõîä. Ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè áèôóðêàöèè. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñòðîèëàñü êðèâàÿ ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé èç òî÷êè (0, 0, 0, 0, 0), ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ. Èçâåñòíî [45], ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè ïðîñòîé áèôóðêàöèè
ðàñøèðåííûé ÿêîáèàí ñèñòåìû ìåíÿåò çíàê, ýòî òàê æå ìîæíî óñìîòðåòü
èç àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 èç ãëàâû 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì
ôàêòîì äëÿ îáíàðóæåíèÿ òàêîé òî÷êè.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû îáíàðóæèëè òî÷êó áèôóðêàöèè, èñïîëüçóåì àëãî-
ðèòì, ïðåäëîæåííûé â ãëàâå 2, äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ âåòâåé êðèâîé. Ñ÷èòà-
åì èçâåñòíûìè âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ïîýòîìó áóäåì ñòðîèòü êàñàòåëüíûå
âåêòîðû ê êàæäîé èç âåòâåé êðèâîé.

Èñïîëüçóÿ êàñàòåëüíûå âåêòîðû, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå äàííûå (íà-
÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé òî÷êè íà êðèâîé) äëÿ àëãîðèòìà
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ âäîëü íîâîé áèôóðêàöèîííîé âåòâè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû äàëåå.
Íà÷èíàåì èäòè ïî âåòâè a îò òî÷êè A = (0, 0, 0, 0, 0) (ñì. ðèñ. 3.19-3.21).

Ïðèáëèæåíèåì íà ñëåäóþùåì øàãå ÿâëÿåòñÿ A1 = (0.2/3, 0.1/3, 0, 0, 0.2).
Ïåðâàÿ ïåðåìåíà çíàêà íà âåòâè a ïðîèñõîäèò ïîñëå òî÷-

êè (0.9061, 0.4531, 0, 0, 1.3592), åå óòî÷íåíèå äàåò òî÷êó B =

(1.0000, 0.4954, 0.0005, 0, 1.4954). Ïðèíèìàåì åå çà ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå
áèôóðêàöèè. Çàïóñêàåì ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîðû vB1 = (0.5345, 0.2673, 0, 0, 0.8018) è
vB2 = (0, 0, 1, 0, 0). Î÷åâèäíî, ÷òî îäèí èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ áóäåò
âñåãäà ñîâïàäàòü ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê òåêóùåé îïîðíîé òðàåêòîðèè.
Â äàííîì ñëó÷àå ýòî âåêòîð vB1.

Èñïîëüçóåì òî÷êè B è B1 = B+0.02vB2 = (1.0000, 0.4954, 0.0205, 0, 1.4954)

äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé âåòâè b. Ïåðåìåíà çíàêà íà âåòâè b ïðîèñõîäèò
ïîñëå òî÷êè D = (1.0000, 0.9976, 0.0998, 0, 1.9976). Ïðèíèìàåì åå çà
ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå áèôóðêàöèè. Çàïóñêàåì ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîðû
vD1 = (0.0000, 0.7053, 0.0707, 0, 0.7053) è vD2 = (0, 0, 0, 1, 0). Èñïîëüçóåì
âåêòîð vD2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåòâè d.

Âòîðîÿ ïåðåìåíà çíàêà íà âåòâè a ïðîèñõîäèò íà ñëåäóþùåì
øàãå ïîñëå òî÷êè C = (1.9396, 0.9698, 0, 0, 2.9094). Ïðèíèìàåì åå
çà ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå áèôóðêàöèè. Çàïóñêàåì ïðîãðàììó ïî-
ñòðîåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîðû
vC1 = (0.5345, 0.2673, 0, 0, 0.8018) è vC2 = (0, 0, 0, 1, 0) . Èñïîëüçóÿ âåêòîð
vC2 ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå äëÿ òî÷êè íàõîäÿùåéñÿ íà íîâîé âåòâè c:
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C1 = C + 0.5vC2 = (1.9396, 0.9698, 0, 0.5, 2.9094). Èñïîëüçóåì òî÷êè C è C1

äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé âåòâè c.
Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû áûëà ïîñòðîåíà êðèâàÿ, êîòîðàÿ âèçóàëüíî

ñîâïàäàåò ñ êðèâîé ïðèâåäåííîé â ìîíîãðàôèè [7]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
è ïîëó÷åííûå òî÷êè áèôóðêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáîê âû÷èñëåíèé ñîâ-
ïàäàþò ñ òî÷íûìè, ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêè. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà: B ≈ B1, D ≈ B2, C ≈ B3.

Ðèñ. 3.19.
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Ðèñ. 3.20.

Ðèñ. 3.21.
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Çàêëþ÷åíèå

1) Íà îñíîâå ââåäåíèÿ íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà, ïðåäëîæåíà ìîäåëü äâè-
æåíèÿ ïî êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðè ïàðàìåòðèçàöèè êðàåâûõ
óñëîâèé. Ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè ê ïîñòðîåíèþ êà-
÷åñòâåííî ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîõîäèòü íåêîòîðûå
òèïû îñîáåííîñòåé.

2) Èñïîëüçóÿ íàèëó÷øóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ïîñòðîåíû íîâûå àëãîðèò-
ìû, óëó÷øàþùèå ñòàíäàðòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ðåøåíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò âû÷èñëè-
òåëüíûé ïðîöåññ ìåòîäà ïðèñòðåëêè, à èñïîëüçîâàíèå íàèëó÷øåãî
ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äëÿ
êîòîðûõ ðåøåíèå íåïàðàìåòðèçîâàííîé çàäà÷è ïîëó÷èòü íå óäàåò-
ñÿ. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ê óëó÷øåíèþ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â
ñîïóòñòâóþùèõ çàäà÷àõ, â òîì ÷èñëå è â çàäà÷å Êîøè.

3) Ïðåäëîæåí ïðîñòîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ âñåõ âåòâåé â òî÷êå ïðîñòîé
áèôóðêàöèè. Äàíî ðàçâèòèå ìåòîäîâ ïðîäîëæåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê
òî÷êàì ïðîñòîãî âîçâðàòà. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè ìåòîäà
ïðîäîëæåíèÿ â òàêèõ òî÷êàõ.

4) Íàéäåíà îöåíêà ðîñòà íîðìû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ßêîáè,
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòîãî âîçâðàòà. Íà îñíîâå ýòîé îöåíêè îáîñ-
íîâàíà íîðìàëüíàÿ ðàáîòà àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ. Íà ìíîãî÷èñëåí-
íûõ ïðèìåðàõ äàíû èëëþñòðàöèè ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ïðåäëîæåí-
íûõ àëãîðèòìîâ.

5) Íà îñíîâå ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå, ðåøåíà ïðè-
êëàäíàÿ çàäà÷à èç òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ
íîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ðåøåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ íà-
÷àëüíûõ âîçìóùåíèé çàäà÷à î áèôóðêàöèè òðåõñòåðæíåâîé ôåðìû.
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